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Vorwort. 

Als vor fünf Jahren die „Elemente des geometrisch-perspek- 
tivischen Zeichnens" erschienen, hatte der Verfasser g-ehofft, daß 
die auf Seite 69 bis 71 angedeutete Theorie der perspektivischen 
Kreisbilder von Kegelschnitten einen Bearbeiter finden würde. 
Das war bis zum vergangenen Jahre vergeblich erwartet worden, 
vermutlich weil die perspektivischen Zeichenmethoden noch 
immer wenig Anklang finden und lange nicht in dem Maße 
gewürdigt werden, wie sie es verdienen. In der Überzeugung, 
daß es eine dankbare Aufgabe wäre, die Eigenschaften der 
Kegelschnitte an Kreisbildern darzustellen, entschloß sich der 
Verfasser, die Studie selbst durchzuführen. Wenn auch die Be- 
ziehungen, die zwischen den projektivischen Figuren zweier 
Ebenen herrschen, als collineare Verwandtschaft längst bekannt 
und analytisch bearbeitet sind, so gewährte hier die Aufgabe 
doch ein eigenartiges Interesse. Es handelte sich darum, auf 
Grund der perspektivischen Methode, also mit Hilfe der wenigen 
hier gegebenen Regeln und praktischen Handhaben ohne ander- 
weitige Hilfe die schönen Eigenschaften der Kegelschnitte 
zeichnerisch darzustellen. Hierbei enthüllte sich eine Menge 
schöner Beziehungen, die der perspektivischen Methode allein 
angehören. Um nur eines anzuführen: es gewähren die Punkten- 
systeme auf dem Horizonte, die konjugierten Durchmesserpaaren 
oder den unendlich fernen Punkten der Tangenten und Nor- 
malen entsprechen, Anhaltspunkte für eine Darstellung, die 
keiner anderen Methode eigen sind. Auch die teilweise Un- 
abhängigkeit der Eigenschaften von den drei Hauptstücken der 
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Perspektive, Horizont, Hauptpunkt und Augendistanz verdient 
Beachtung. Auf andere Vorteile wird in der Einleitung hin- 



Am Schluß findet der Leser ein Verzeichnis von Berichti- 
gungen — nicht zur vorliegenden Arbeit, denn deren bedarf 
es hoflfentlich nicht — aber zu den „Elementen geometrisch- 
perspektivischen Zeichnens", auf die in vielen Fällen in vor- 
liegender Arbeit verwiesen worden ist. Dieses Verzeichnis kann 
auch durch die Verlagsbuchhandlung bezogen werden von allen, 
die jenes Buch bereits besitzen. 

Leipzig, 2g.ji6, März 1906. 

Dr. Arthur tob Oettingcn. 
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Die perspektivischen KreisbUder der Kegel- 
schnitte. 

Einleitung". Die Geometrie lehrt mittels Zirkel und Lineal 
beliebig- viel Punkte eines Kegelschnittes zu zeichnen, eine 
kontinuierliche Kurve aber kann mit den g^enannten beiden 
Hilfsmitteln nicht herg^estellt werden. Dem g^egenüber bieten 
die Kreisbilder in Zeichnungen, die perspektivisch gedeutet 
werden, den erhebüchen Vorteil, daß mit Zirkel und Lineal die 
Kurve ohne Unterbrechung" g-ezeichnet werden kann. Jeder 
Kegelschnitt kann aber durch einen Kreis abgebildet werden 
mittels Projektion. Daher läßt sich das Kreisbild auch um- 
gekehrt verwerten als Bild eines Kegelschnittes in einer be- 
liebigen Ebene. Es ist bequem hierzu die Fußebene zu wählen, 
deren Bild das Terrain genannt wird. Eine Projektion des 
Bildes auf beliebig geneigte Ebenen wird später erläutert und 
hiermit die Allgemeinheit der Betrachtung gewahrt. 

Viele Vorzüge lassen sich für diese Art der Betrachtung 
anführen, die wir hier voranstellen wollen: 

1. Der Gebrauch von Zirkel und Lineal zur Herstellung der 
ganzen. kontinuierlichen Kurve und ihrer Eigenschaften. 

2. Die Abbildung ganzer Kurven, auch solcher, die ins 
Unendliche sich erstrecken, wie Hyperbel und Parabel. 

3. Die Zugän glich keit der unendlich fernen Punkte der 
Kegelschnitte. 

4. Vereinfachte Parallelkonstruktion ohne Zirkel mit 
dem Lineal allein. 

5. Die Ausmessung von Strecken und Winkeln wird durch 
einfache Projektion ermöglicht mit Lineal und Zirkeh 

6. Eigenschaften der Kegelschnitte, die sich auf Strecken 
und Winkel beziehen, sind oft leichter und bequemer darzu- 
stellen, hauptsächlich durch die in der Zeichnung zugänglichen 
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2 Einleitung, 

unendlich fernen Punkte der Kurven und anderer Linien, Tan- 
genten, Normalen u. a. 

7. Endlich mag noch erwähnt werden, daß die perspektivische 
Deutung- der Beziehungen oft Lehrsätze für die ebene Geometrie 
des Kreises erkennen lassen. 

Diesen Vorzüg-en stehen einige Nachteile gegenüber: 

i. Kommt in der ebenen geometrischen Betrachtung ein 
Kreis vor, so kann dieser nicht mit dem Zirkel im Bilde her- 
gestellt werden. Hinderlich wird dieser Umstand jedoch nur 
dann, wenn der Schnitt des Kegelschnitts mit dem Hilfskreise 
in der Fußebene gesucht wird; andernfalls kann statt der 
kontinuierlichen Zeichnung eines Kreises in der Fußebene nach 
dem gewöhnlichen Streckenmeßverfahren in jeder gegebenen 
Richtung sofort der Halbmesser als gegebene Strecke abgetragen 
werden. 

a. Ein zweiter Mangel zeigt sich in der Unbequemlichkeit 
bei Darstellung von Flächen sätzen. Doch tri^tt alsdann eine ge- 
wöhnliche geometrische Konstruktion ein, die dem Mangel voll- 
ständig abhilft. 

3. Endlich ließe sich der größte Nachteil dahin kennzeichnen, 
daß die richtige Anschauung der Formen zum Teil verloren geht. 
Es soll daher auf die gewöhnliche Art der Darstellung durch- 
aus nicht verzichtet werden, vielmehr soll diese im Lehr- 
gange voraufgehen. Immerhin wird aber ein perspektivisches 
Kreisbild die Vorstellungskraft merklich fordern. Eine strenge 
Logik aller Zeichnungen hilft uns hinweg über die Mängel unserer 
Vorstellungskraft. Hierzu kommt, daß die Deutung unserer Kreis- 
bilder von den drei Elementen perspektivischer Darstellung //, 
und D eine Fülle interessanter Sätze mitbringt. 

In hohem Grade ist das ganze Gebiet geeignet, das per- 
spektivische Denken zu fördern, daher es als pädagogisches 
Hillsmittel nicht zu unterschätzen Ist. Das Urteil über die 
Größenverhaltnisse bei fernstehenden Gegenständen wird be- 
richtigt und den Mängeln unserer psychischen Vorstellungskraft 
durch logische Schlußfolgerung nachgeholfen. 

Die Geometrie der Kegelschnitte setzen wir als bekannt 
voraus ; auch die Erzeugung durch projektiv! sehe Gebilde, Strahl- 
büschel und Punktenreihen, insbesondere auch die Theorie har- 
monischer Beziehungen, denn unsere Absicht ist nicht Satze zu 
beweisen, sondern sie in perspektivischen Zeichnungen 
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Porapektivische Methode. 3 

darzustellen. Deshalb möchten wir aucli die Kenntnis der 
Elemente perspektivischen Zeichnens als bekannt voraussetzen. 
In der Besorgfnis, daß es manchem Leser unbequem wäre, die 
Elemente perspektivischen Zeichnens sich in umfangreichen 
Büchern ansehen zu müssen, da, wie behauptet werden darf, 
diese Lehren wenig" ang^ewandt werden und leicht dem Gedächt- 
nis entschwinden, wurden die Elemente der Perspektive als An- 
hang- aufg-enommen, jedoch nur soweit, als znm Verständnis 
vorliegfender Arbeit notwendig' erschien. Auch soll das per- 
spektivische Maßverfahren für Strecken und Winkel, sowie die 
Parallel- und Ortho g'onalkonstruktion ebendort in Erinnerung" 
gebracht werden. Der Leser findet Ausführliches in meiner 
Schrift: „Elemente des g-eometrisch-perspektivischen Zeichnens^, 
Leipzig, Verlag von W. Eng-elmann, 190t. Endlich wollen wir 
im Anhang die Beziehungen harmonischer Punkte und Strahlen 
in aller Kürze darstellen, und auch die vielfach angewandten 
elliptischen, hyperbolischen und parabolischen Strahl-, Punkten- 
und Kreissysteme erläutern. 

Alles was wir im Anhange bringen, sollte als Gemeingut 
eines jeden angehenden Studenten angesehen werden können. 
Ganz besonders wünschenswert wäre auch eine Aufnahme der 
allgemeinen Sätze über Perspektive in den Schulunterricht, denn 
es liegt hier ein Gebiet vor, das im täglichen Leben unausgesetzt 
Anwendung findet Alles, was wir sehen, wird perspektivisch 
gesehen und perspektivische Bilder in unserem Auge übersetzen 
wir in Raum Vorstellungen. Die Perspektive als Gegenstand 
künstlerischer Darstellung in Gemälden und Photographien wird 
immer mehr Gemeingut des ganzen Volkes. 

Die Beweise der darzustellenden Eigenschaften der Kegel- 
schnitte sollen hier nicht gegeben werden, da sonst ein sehr 
umfangreiches Lehrbuch hätte entstehen müssen. Der Leser 
findet alles in dem bekannten trefflichen Werk von Wilh. 
Fiedler: „Analytische Geometrie der Kegelschnitte mit be- 
sonderer Berücksichtigung der neuesten Methoden", nach Georg 
Salmon frei bearbeitet, 6, Aufl., Leipzig 1898, B. G. Teubner. 
Wir wollen die Paragraphen, in denen die Beweise der dar- 
zustellenden Sätze enthalten sind, in Klammern [ ] beifügen. 
Gebilde, die in der Fußebene gedacht werden, wollen wir mit 
gothischen Buchstaben andeuten, z. B, der Kreis K ist das Bild 
einer i^qperbtl. 
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A. Allgemeine Deutung perspektivischer 
Kreisbüder. 

Vom Horizont allein abhängfige, von der Distanz 
unabhäng-ige Eigen scliaften der Kegels chnitte. 

Es solJen zunächst alle Zeichnungen als Darstellungen von 
Gebilden in der Fußebene angesehen werden, Zum Schiuli 
soll eine Übertragung aller Lehren auf beliebige Ebenen 
gegeben werden. 

Es sei auf der Bildfiäche der Horizont R gegeben und ein 
Kreis K. Wo auch der Hauptpunkt liegen mag, allemal sind 
mehrere Stücke des in der Fußebene liegenden Kreises bestimmt: 

1. Die Form des Kegelschnittes, ob (EUipfe, JJanibri, fiqpltbel 
oder firtiff. 

2. Der Mittelpunkt Xtl des Kegelschnittes. 

3. Bei der :^l)|l(rbll die Asymptoten. 

4. Alle Paare konjugierter Durchmesser. 

Diese Elemente hängen nur vom Kreisbilde und von H ab, 
daher kann der Stand des Beschauers in der ganzen Horizont- 
ebene frei angenommen werden. Bei jeder Änderung des Standes 
oder der Stellung des Auges 9t wird aber ein anderer Kegel- 
schnitt in der Fußebene dargestellt und damit zugleich werden 
viele Elemente verändert, nur die genannten vier Eigenschatten 
bleiben stets dieselben. 

Die Form ist bestimmt durch die Anzahl 0,1 oder 1 unendUch 
ferner Punkte des Kegelschnittes; schneidet K den Horizont, 
so stellt K eine fqperbtl dar; berührt er ihn, eine jJaroblh hegt 
der Horizont außerhalb des Kreises, eine l£ili)i|'c oder einen £ltie. 

Die unter 2 — 4 genannten Eigenschaften der Kegelschnitte 
sind deshalb auch im Kreisbilde anzutreffen, weil sie auf har- 
monischen Beziehungen beruhen, die sich durch Projektion nicht 
ändern können. 
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Von der Augendislanz aaabliäiijii^ Eigenschaften. e 

Außer den g^eDannten konnten hier noch viele Sätze an- 
geführt werden, die mit den harmonischen Beziehungfen zu- 
sammenhängen; so z. B, die Sätze über die eingeschriebenen 
und umscliriebenen Vierecke und Vierseite, der Pascalsche, der 
Brianchonsche Satz und vieles andere, was sich am Bilde ausgeführt 
auf die Bildebene übertragen läßt. Auf einige wichtige Sätze 
dieser Art, die nur vom Horizonte abhängig sind, kommen wir 
später zurück. 

Zunächst wollen wir einige Eigenschaften zusammenstellen, 
die allen Kegelschnitten zukommen. Nachdem sie in den folgen- 
den acht Punkten gekennzeichnet sind, sollen sie für die einzelnen 
Kegelschnittformen bildlich dargestellt werden: 

1. Die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen auf 
einem Durchmesser [148]. Hiernach können irgend zwei nach 
demselben Horizontpunkt flüchtende, also parallele Sehnen nach 
dem Maliprinzip perspektivisch halbiert und dadurch kann ein 
Durchmesser erhalten werden, ehe noch iK konstruiert ist. Zwei 
Durchmesser würden Xd bestimmen lassen, denn 

2. Alle Durchmesser schneiden sich in IXi. 

3. Ein Durchmesser halbiert die dem konjugierten 
Durchmesser parallelen Sehnen [150]. 

4. Jeder Durchmesser ist die Polare des unendlich 
fernen Punktes des konjugierten Durchmessers [155]. 

5. Die Polare des Mittelpunktes ist die unendlich 
ferne Gerade [155]. 

6. Die Verbindungsgerade eines Punktes P mit den End- 
punkten irgend eines Durchmessers heißen Supplementar- 
sehnen [iSO]. Die zu einem Paar Supplenientarsehnen 
parallelen Durchmesser sind einander konjugiert. 

7. In einer festen Tangente schneiden parallele Taii- 
gentenpaare in Punktenpaaren, deren Abstände vom 
Berührungspunkte der festen Tangente beständige Pro- 
dukte geben, gleich dem Quadrate des der festen Tan- 
gente parallelen Halbmessers, daher sind diese Punkten- 
paare einander konjugiert und bilden ein elliptisches 
bei der Ellipse, und bei der Hyperbel ein hyperbolisches 
Punktensystem. Auch bilden die vom Mittelpunkt aus 
nach konjugierten Punkten gerichteten Strahlen kon- 
jugierte Durchmesserpaare, die in 2X1 elliptische, para- 
bolische oder hyperbolische Strahlensysteme bilden. 
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6 Deutnng der Kreisbilder. 

Konjugierte Durchmesaerpaare bestimmen also auf jeder 
festen Tangente ein Punktensystem [185]. 

8. Das Produkt der Segmente auf parallelen Tan- 
genten, vom Berührungspunkte bis zu den Schnitt- 
punkten mit irgend weichen Tangenten ist beständig 
und gleich dem Quadrate des zum parallelen Tangenten- 
paar parallelen Halbmessers [185]. 

Die vorstehenden acht Satze, die sämtlich von und D un- 
abhängig sind, sollen nunmehr für die einzelneu Formen der 
Kegelschnitte an perspektivischen Kreisbildern zur Anschauung 
kommen. Den Leser aber ersuchen wir, alle Aufgaben selbst 
zu lösen und unsere Darstellung nur zur Prüfung heranzuziehen. 
Es gibt im nachfolgenden keinen einzigen Satz, den ein Kennet der 
Elemente perspektivischer Zeichnung nicht selbst erweisen könnte. 

a) eiifitn. 

In Fig. i haben wir das Bild einer iNi|lft. 
i. Der Mittelpunkt ist 3TI, der Pol des Horizontes H. 
2. Zur Konstruktion konjugierter Durchmesser durch Supple- 
mentarsehnen wähle man einen beliebigen Durchmesser P^ F^ 

und ziehe die Sup- 
plement arseh n en , 
die nach h"^ und Ä" 
flüchten. Somit sind 
c" und c", konju- 
gierte Durchmeser. 
3. Durch m 
gehen unendlich 
viel Paare konju- 
gierter Durch- 
messer, wie c und 
q , c" und c"^ . Diese 
flüchten nach k und 
ioo.PundJt",. Solche 




Figur 



Fluchtpunktenpaare sind einander zugeordnet auf dem Horizont; 
sie bilden ein elliptisches Punktensystem und bestimmen In Jtt 
ein elliptisches Strahlsystem. 

4. Jedes Punktenpaar auf H bildet mit M ein harmonisches 
Tripel m, h und ixx, oder m, k\ und i^ c" und e\ bilden mit H 
ein harmonisches Tripelseit (siehe Anhang). 
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Ellipseo. - 

5. Die auf c geometrisch senkrecliten Sehnen können von 
jedem Punkte aus g^emessen werden. Dabei projiziert man die 
zu vergleichenden Strecken in ein und dieselbe brachiale Linie, 
z. B. die durch Q^ hin durchstreichen de. "Wir nennen das eine 
ProjektioQ io die Terraintiefe von Qj. So erkennt mau, 
daß alle Sehnen von Q an bis zum brachial liegenden Durch- 
messer, die einander geometrisch, d. h. im Bilde parallel sind, 
immer großer werden; die Sehne s ist gleich QiQ\, während Cj 
gleich <2,Qi" ist. Die gemessene Lange der Sehnen wächst 
stetig bis zur Sehne, die durch JIT geht. 

6. Daß JTI alie Durchmesser hälftet, ist daran zu erkennen, 
daß (Fig. 1) auf jedem Durchmesser die beiden Peripherie- 
punkte, wie P und P^ ein harmonisches Paar bilden zu ÜT und k", 
denn k" ist unendüch weit, also ist [JT1-P= ZUfJ.') Das Mittel- 
punktsbild 2TI des Kegelschnitts bleibt fest, wo auch das Äuge 
3J in der Horizontebene sich befinde, denn die Halbierung einer 
Strecke ist unabhängig von und D bei gegebenem H. Bei jeder 
Änderung des Auges stellt K einen anderen Kegelschnitt dar. 

7. Der Satz 7 (Seite 5) soll nun dargestellt werden. Es sei 
{Fig. 2) T die fest bleibende Tangente, auf der jedes parallele 
Tangentenpaar Punkte bezeichnet, deren Abstände vom 
Berührungspunkt ein beständiges Produkt bilden. [Pa* 
P0j=P6'Pl>i = )'*j]. Der Halbmesser ;■, ist parallel T, da beide 
nach t flüchten. Die Punktenpaare auf T bilden also in der 
Fußebene ein elliptisches Punktensystem mit der Potenz zr^, und 
ein ebensolches auf der zu T parallelen Tangente 1\. In der 
Bildebene tritt dieses Punktensystem perspektivisch auf. Es liegt 
nahe, nach den Bildern der beiden Potenzpunkte zu fragen, die 
in der Fußebene gleich weit von P abstehen. Ihre Bilder müssen 
zu P und t harmonisch liegen und zugleich das Produkt r^* er- 
geben. 

Diesen Bedingungen genügt nur das nach a flüchtende 
Tangentenpaar, wo a dem t konjugiert ist, denn diese Tangenten 
aQ und aQ^ sind harmonische Strahlenpaare zum Durchmesser 
IXia, und dem Horizont H, mithin sind die Punkte a und a, 
harmonisch zu P und (, also ist [Po = Pa^\, da ( unendlich weit 

') Jede geometrische Gleichheit von Siiecken im Bilde soll ohne Klammem, 
die perspektivische Gleichheit dagegen, also die Gleichheit in der Fußebene, soll 
in Klammem [ } geschlossen weiden. Ebeuso wird unterschieden, ob zwei Linien 
geometrisch oder ob sie perspektivisch anf einander senkrecht stehen. 
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g Deutung der Kreisbilder. 

liegt. Auch ist XHPaQ ein {Parallelogramm] und auch JTTPa,Q,, 
^0 ist [/b =Paj = )*j]. Femer besteht auf der parallelen 
Tangente dasselbe Punktensystem, denn [Fd^ =^-PiOo] ^- ^ 

8. Der Satz 8 {Seite 6) ist auch aus Fig". 2 zu ersehen. ~ 
Auf dem festen TMig^enten paare 2' 1\ bestimmen alle anderen 
Tang-enten Punktenpaare, a,, a^ oder 6„6,, deren Eutfernungen 



? f 


b ^ M 


r\ \7> 


' "" \/ ' 


-**V\ / Z' 





von den Berührungspunkten P^ und P ein konstantes Produkt 
geben. Es ist [Pa^'P^a^ =^ Piii-Pb^ ^ r^^]- Auch hier gilt aus 
dem Parallelogramm Pa^Q^'m die Beziehung [Pa, = Qi3TI = )■,]; 
ferner ist [POi = P^ao], also [Pb,.P,6(, = -Po, .P^Oo = '-M. Axen 
und Scheitel bleiben unbestimmt, solange und D nicht an- 
genommen sind, 

b) llBrabcIn. 

Rückt K näher an S heran, so tritt 211 immer näher an H 
und an die Peripherie; die Durchmesser erscheinen im Bilde 
immer ungleicher gehälftet, bis endlich K den Horizont berührt, 
wobei m auf -ff fällt (Fig. 3). 

1. /i wird Tangente anK, der Pol von i/ fällt als Berührungs- 
punkt JTt in den Horizont [145]. 

2. Man sieht dabei wie die ganze obere Ellipsen-Hälfte mit- 
samt dem in in den unendlich fernen Punkt hineinfallt. 
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3. Geometrisch-parallele Sehnen «j, «j, »g wachsen von Q an 
immer weiter, über den Durchmesser von K hinaus, [^j'^QQiJ, 
[92 = QQä], [»Ä = Q^s]-'- '^i^ ^i^ zuletzt unmeßbar lang- werden. 

4. Alle Durchmesser der yitabtf ^ehen durch ITT, sind also 
alle einander parallel, da VSl unendlich fern ist [149]. 

5. Jeder Durchmesser ist dem unendlich fernen Durchmesser 
H parallel und zugleich ihm 
konjugiert. 

6. Perspektivisch -paral- 
lele Sehnen, die also nach 
irgend einem Punkte in B 
flüchten, sind immer auch 
dem unendlich fernen Durch- 
messer parallel, und der un- 
endlich ferne Durchmesser 
hat keine Richtung. 

7. Alle Durchmesser sind unendlich lang, denn Strecken 
wie ZtlP müssen von irgend einem Punkte in // — etwa in die 
Terraintiefe Q — projiziert werden, und die Projektion von 3TI 
fällt dabei ins Unendliche. 

8. Der Satz 7 (Seite 5) nimmt bei der Parabel eigentümliche 
Gestalt an. Es sei in Fig. 4 T die feste Tangente. Zu einer 

jeden Tangente T 

~ oder 2j bildet H 

selbst die zum 

Paar gehörende 

Tangente. Zum 

Schnittpunkt t 
werden folge weise 
alle Punkte von 
T zugeordnet, es 
entsteht mithin 
ein paraboli- 
sches Punkten- 
im Bilde seinen Charakter nicht 
rliert. Es sind alle Punkte F,a,b... dem Zentrum ( des 
Systems zugeordnet. 

9. Auch der Satz 8 läßt sich an derselben Fig. 4 darstellen. 
Zu festen parallelen Tangenten paaren muß Immer auch H ge- 
hören, z. B. Ft und mH. Alsdann ist [Pa-ma=Pi-mh ^ ..-l 







System auf 7\ 1 
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lO Deutung der Kieisbilder. 

Alle diese Produkte sind aber = unendlich, weil auf H alle 
Strecken unendlich groß sind. Rückt der Schnittpunkt der be- 
weg-lichen Tangente von a über b immer weiter vor, ao wird 
die Strecke, die auf dem Horizont immer = unendlich war, 
plötzlich = 0, wenn die Lage von H erreicht ist Origineller- 
weise ist jetzt die andere Größe Pt = unendlich geworden, denn 
jetzt ist [Pt = unendlich]. Axe und Scheitel bleiben unbestimmt, 
solange und D nicht angenommen sind. 



Rückt der Kreis K noch weiter hinauf — oder rückt H 
herab — , so wird H in zwei Punkten «, a^ geschnitten {Fig. 5). 
Diese sind die beiden unendlich fernen Punkte der Hyperbel, 
deren vorderer Zweig aQ«, unterhalb H erscheint, während der 
im Rücken liegende aPa^ über H auftritt. 

1. Die im Unendlichen berührenden Tangenten Ä, J, sind 
die Asymptoten; a und Cj deren Fluchtpunkte. 

2. ZU liegt außerhalb des geschlossenen Kreisbiides. Es 
ist auch hier TXi der Pol von H, und H ist die unendlich 

ferne Berührungs- 
sehne. 

3. Konjugierte Durch- 
messer sind e und c^, 
oder c" und c'\ ; deren 
Fluchtpunkte k und fcoo, 
sowie k" und k''^ sind 
einander zugeordnete 
Punktenpaare eines hy- 
perbolischen Punkten- 
systems in // mit der 
Potenz ßö,. Sie konnten 
durch ein beliebiges 
S upp 1 em en tarse h n en - 
nahm den Durchmesser TXW 
beliebig an und bestimmte k'\ als harmonischen Punkt zu k", a, Oj. 
4. Je höher der Kreis hinaufrückt, umsomehr rückt rasch 
auch JtX weiter hinauf, und wenn K von H halbiert wird, so ist 
Td im Bilde unendlich weit, mithin liegt 211 dann in der Be- 
schauerebene und zwar im Fußpunkt des Beschauers oder ihm 




Figur 



paar gefunden werden, oder i 
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Hyperbeln. { j 

zur Seite. Nur in diesem Falle sind die Hyperbelzweig-e vom 
und im Rücken gfleich abgebildet. Rückt K noch weiter hinauf, 
so nähert sich 2\l im Vorderterrain dem Horizont, bis endlich 
K wieder berührt wird, und Xfi in H liegt und K dann eine 
g-anz im Rückenterrain liegende Parabel darstellt, die alsbald 
in eine im Rücken liegende Ellipse übergeht, wenn K über den 
Horizont tritt 

5. Projiziert man (Fig. 5} — etwa von k aus — parallele 
Sehnen s^, s^ in die Terraintiefe von Q, so sieht man das An- 
wachsen der Maßgrößen QQi, QQ^, ■ ■ ■ bis aa^ unendlich groß 
wird; darüber hinaus nehmen die Sehnen im Rückenzweige ab. 

6. Auf jedem Durchmesser sind die Endpunkte wie P und 
J-"^ ein harmonisches Paar zu JTI und dem Fluchtpunkt P, und 
da k" unendlich weit, so ist P P^ halbiert in HI; also ist [2Tt/-' = 
in/'i], wobei unter [Ht-P,] nicht die Kreissehne, sondern das 
Maß von X(i über co bis P, zu verstehen ist. In Fig. 5 wurde 
als Beispiel von t aus 2TTP" und JIIjPj" in die Terraintiefe von 
TCi projiziert, wo deren Gleichheit als JTIp = SHp^ auftritt. (Buch- 
stabe P* zwischen 2TT und P^j fehlt in der Figur.) Dasselbe kaon 
von jedem Punkte in H mit jedem Halbmesserpaare geschehen. 

7. Da JK der Pol von //, so Hegt der Pol eines jeden Durch- 
messers im Horizont H. Durch ihn wird der konjugierte Durch- 
messer bestimmt. Es ist z. B. 4% der Pol von c", also sind c" 
und e'\ konjugierte Durchmesser; c" reell, c"j Immaginär. 

8. Der Satz 7 (Seite 5) wird in Fig. 6 dargestellt. Auf der festen 
Tangente T^ und auch auf der ihr parallelen 1\ erzeugen jetzt 
parallele Tangentenpaare ein hyperbolisches Punktensystem, Die 
feste Tangente T^ wird von allen parallelen Tangentenpaaren 
auf entgegengesetzten Seiten der Punkte A und A^^, den beiden 
Schnittpunkten der Asymptote, mit T^ geschnitten ; es ist dabei 
bbj oder cc, harmonisch zu A und .4^, die Asymptotenpunkte 
eines hyperbolischen Punktensystems werden. Dasselbe gilt für 
die andere Tangente T^ und deren Schnittpunkt A^ und A^ mit 
den Asymptoten, Das Zentrum dieses Systems in der Fußebene 
hegt in P^, und der Punkt Pj hälftet die Strecke A^A^; P und 
auch F^ ist dem unendlich fernen ( auf dem Horizont konjugiert; 
APA^t and Ä^Pj^Agt. sind je vier harmonische Punkte, sowohl in 
der Fußebene als im Bilde, also ist [P^ = PJ,3 und [P,^^ = 
P^A^]. Die nach b oder c flüchtenden Tangenten treffen T, und 
T^ in zugeordneten Punktepaaren, die harmonisch zu A und Ä^, 
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12 Deutung der Krdsbilder. 

bezw. A^ und Ag, sowohl in der Fußebene als auch im Bilde 
sind. Das hyperbolische Punktensystern im Bilde hat dieselben 
Asymptoten punkte A und .4,, aber das Zentrum liegt in ^j^AA^, 
bezw. in ^j^A^Ag- beide m und ntj sind je dem unendlich fernen 
Punkte ( zug-eordnet. 

Eine Tangente an K durch m flüchtet so nach einem Horizont- 
punkte m, daß die andere, ihr parallele Tangente die feste 'I\ im 




Unendlichen der Bildebene trifft, also geometrisch-parallel zu J\ 
ist. Dasselbe gilt für nij, d. h, die nach vi^ flüchtende andere 
Tangente ist geo metrisch -parallel T^ (in der Figur sind beide 
Fälle nicht verzeichnet). 

Laßt man die feste Tangente wandern, so sind ihre Lagen 
parallel dem Horizont insofern bemerkenswert, als es die einzigen 
sind, bei denen die Centra des hyperbolischen Punkten Systems 
in der Fußebene und im Bilde dieselben sind. 
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9. Der Satz 8 (Seite 6) tritt auch in Fig. 6 auf. Auf parallelen 
Tang-enten sind die Produkte der Entfernungen zugeordneter 
Punkte von den Berührung-spunkten beständig und gleich dem 
Quadrate des dem Tangenten paare parallelen Durchmessers. Es 
ist nämlich [PAA^P^] ein Parallelogramm, also [PA = -Pj-^a], aber 
auch [P^ßZH] ist ein Paralielogramm, weil das aus konjugierten 
Durchmessern gebildete Paralielogramm die Asymptote zur 
Diagonale hat, also ist [AP=BVX] = rj, also ist [Pij^-P,\^ 
./t • Pj C„ = P-4 . P.d, = j-j *], Dieselben Beziehungen gelten auf 
der anderen Seite iüiTXlPjA^B^ und PA^AgP^. Achse und Scheitel 
bleiben unbestimmt, solange die Distanz unbestimmt ist. 
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B. Eigenschaften der Ereisbilder, die vom 
Augenort abhängen. 

I. Koustraktiou der Achsen. 

Die Hauptelemente eines Kegelschnittes, Achsen, Scheitel, 
Brennpunkte, lassen sich ohne Festsetzung von 91 nicht angeben. 
Der Grund ist in dem Umstände zu finden, daß zur Festsetzung 
der Achsen eine Winkelmessung erforderlich ist, denn ein all- 
gemeiner Satz, den wir den 8 Sätzen auf Seite 5 und 6 zugesellen, 
lautet : 

9. Rechtwinklig sich schneidende konjugierteDurch- 
messer sind Achsen. 

Es gilt nun, die Achsen und Scheitel für llliplt, $uaM 
und Ülinirtl zu finden. 

a) QUifTfra und |rtift. 

Wir unterscheiden zwei Aufgaben; 1. Man wählt ein. be- 
liebiges konjugiertes Durchmesserpaar aus und verlangt, daß 
dieses Paar die Achsen gebe, oder 2. Wir wählen den Augen- 
punkt 31 und untersuchen, welches Durchmesserpaar Hauptachsen 
darstellt. 

1, Es sind a und b {Fig. 7} konjugierte Durchmesser, gefunden 
durch Supplementarsehnen über PP,, die nach a und ß flüchten. 
Es sollen a und b Hauptachsen werden. Man errichte über aß als 
Durchmesser einen Kreis und nehme ihn zum Distanzkreis, dann 
genügen und D der gestellten Bedingung. Die Hauptachsen 
«, 6 stehen nun senkrecht aufeinander, weil aDß = R, und be- 
stimmen die Scheitelpunkte S, Sj, S^, S^. 

2. Um die Länge der Achsen auszumessen, werden sie 
von den Teilpunkten Ja und Jß aus in die Terraintiefe von 
2n projiziert. Es zeigt sich, daß [JH« = IltSj = IHaJ und 
[VaS^^mS^^m\:]. AIso ist a die große, b die kleine 
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Achse. Die Scheiteltangenten stehen auf der Achse senkrecht, 
mithin flüchten die Tangenten an S und S^ nach ß, dem 

Orthog-onalfluch t- 
punkt von a. 

3, Da verlangt 
wurde, a und b sollen 

Hauptachsen 
werden, so mußte der 
Winkel aBß = R 
werden. Dieser Be- 
dingung' g-enügen 
indes aile Punkte 
des Kreises alJß. 
So z. B. der Punkt 
A (FJg"- 7)1 da auch 
al)^ß = R. Fällt man 
ein Lot von D^ auf 
den Horizont, so er- 
hält man einen neuen 
Hauptpunkt 0, und 
einen neuen Distanz- 
kreis mit Halbmesser 0^ D„ der Winkel aD^ß bleibt 

4. Die Ellipse ist nun eine andere. Von den neuen Teilpunkten 
JUi und Jß^ aus sind die Achsen in die 2K-Tiefe projiziert; es 
ist[mS™mS,] =aT«„ und [!nSj = mSJ = 2K*„; die große 
Achse ist gewachsen, die kleine geschwunden, die Ellipse ist 
schlanker geworden. Es empfiehlt sich — als Übung — diese 
Ellipsen, wie sie in der Fußebene g'estaltet sind, zu zeichnen, 
indem man erst gleiche perspektivische Abstände auf die Achse a 
aufträgt und durch äquidistante Punkte der Achse parallele 
Sehnen, die nach ß flüchten müssen, aufträgt und ausmißt. Man 
wird bald erkennen, daß nur ein kleiner, vorderer Teil der Ellipse 
sich in dieser Weise abzeichnen läßt, wenn K bis nahe an den 
Horizont reicht, auch wenn man einen noch so kleinen Maßslab 
wählt. 

Der Durchmesser PP^ und der brachiale stehen nur im 
Bilde senkrecht aufeinander; in der Fußebene bilden sie den 
Winkel vDBoa, der anwächst, wenn D nach rechts im Halb- 
kreise fortg'erückt wird. 
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l(f Bestimmung d«i Achsen. 

5. Rückt aber I>^ nach links (Fig. 7) auf dem Kreise aBß 
fort, so nimmt cDBoo ab und erreicht den Wert =■ R, wenn 

1)0 in die Richtung- der Mittellinie P^TXiPc kommt. In diesem 
Falle stellt K einen |irfis in 
der Fußebene dar, denn alle 
konjug-ierten Durchmesser- 
paare stehen jetzt senk- 
recht aufeinander (P'ig-. 8) 
und wenn zwei konjug^ierte 
Durchmesser paare, wie «, b und 
a^, b^ aufeinander senkrecht 
stehen, so findet dasselbe für 
alle Paare statt. 

6. Hiermit ist zug-leich 
der Beweis erbracht, dalä 
alle konjugierten Punkten- 
paare auf dem Horizont ein 
ellip tisch es Punkten System 
bilden mit der Potenz 2 OD. 

7. Daß das Bild des $rtisnittt(|ianhtM nach X\X fällt, er- 
scheint auffallend und es ist schwer, sich den unteren und den 
oberen Teil von K als Halb- 
kreise in der Fußebene vorzu- 
stellen. Doch hilft hierüber die 
Projektion von aus hinweg. 
Die brachialen Sehnen wachsen 
von unten bis zur Achse b und 
nehmen erst dann wieder ab. 
Der Halbmesser b des Itrttrn 
ist in der Tiefe von S, = S, Q. 
Desgleichen ist von « aus pro- 
jiziert auch die Halbachse VHS^ 
oder ü'^'S^Q, wie zu erwarten 
ist. (Zur Übung- empfiehlt sich 
die Ausmessung- verschiedener 
Durchmesser.) Irgend ein Strahl 
von aus trifft zwei Peripherie- ' '*"" ''' 

punkte, die perspektivisch gleiche brachiale Sehnenlängen haben 
müssen. 

8. Es sollen nun bei willkürlicher Wahl von und D die 
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Achsen bestimmt werden. Am einfachsten g^estalten sich die Ver- 
hältnisse, wenn der Hauptpunkt zunächst in der Mittelhnle an- 
g-enommen wird in (Fig^. 8). Wie ^oß auch die Distanz ge- 
wählt werde, immer sind jetzt a und b die Achsen der Ellipse, 
weil sie nach und nach H<x> flüchten, also a und b aufeinander 
auch perspektivisch senkrecht stehen. Läßt man aber die Distanz 
von bis oo alle Werte durchlaufen, so sahen wir (in Nr. 5), 
daß K bei der Distanz OD einen Kreis darstellt, sobald konjugierte 
Durchmesserpaare nach a und ß flüchten. Es war OD die Distanz, 
für die K einen %xt\i darstellt. Läßt man D die ganze Stathme 
durchlaufen, so stellt K wieder iUjfifnt dar, und zwar (Fig. 9) 
orthogonal gestreckte, wenn OD wächst und a >- i; brachial ge- 
streckte, wenn D sich dem nähert, wobei a <C b wird. 

9. Ist aber 0^ seitlich der Mittellinie angenommen, so be- 
achte man, daß die konjugierten Punktenpaare in H ein ellip- 
tisches Punktensystem mit der Potenz 2. OD bilden (Fig. 10). 
Wir suchen in D^ zwei Strahlen zu ziehen, die einen rechten 
Winkel bilden und zugleich konjugierte Paare des Punkten- 
systems OD im Horizont treffen. — Nun erzeugen alle rechten 
Winkel in Oj-D, ein elliptisches Punktenaystem in H. Nur Punkten- 
paare des einen Systems, die mit einem Punktenpaare des anderen 
zusammenfallen, genügen der Aufgabe. Irgend ein Paar Supple- 
mentarsehnen geben Fluchtpunkte. In D bilden alle konjugierten 
Fluchtpunkte rechte Winkel. Ist nun D^ in der angenommenen 
Stathme durch 0, gewählt, so ist ein konjugiertes Paar aß so 
zu bestimmen, daß es auch in D, einen rechten Winkel bildet. 
Mithin muß der durch D und D^ hindurchgehende Halbkreis 
die gesuchten Punkte a und ß ergeben. Ein Lot auf ^j^DD^ 
trifft den Mittelpunkt /,•„ dieses Kreises; der Kreis mit dem 
Halbmesser k^D ^ k^D^ bestimmt also die Achsenfluchtpunkte 
c und ß. Die Achsenlängen sind nun von Jo. und Jß aus etwa 
in die Tiefe Xfi zu projizieren. 

io. Man findet die äquikonj agierten Durchmesser nach dem 
Satze: ,.GIeichlange konjugierte Durchmesser liegen in 
den Diagonalen des Rechteckes aus den Scheitel- 
tangenten und der von ihnen eingeschlossene Winkel 
w hat den kleinsten Werf In Fig. 10 wurden Oj und 6, 
hiernach als Verbindungen ee^ und «,«3 gefunden. Deren Flucht- 
punkte 0: und ß bilden in D^ den Winkel w =^ a^D^ß^. Man 

V. OslliDgen. KreisbLld« der Ktgelschnillt. 3 
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bestätigfe die g-leichen Längen von a^ und b^ durch Projektion 
von dem Teilungspuniite Ja^ und Jß^ aus. 

11. Hält man 0, fest und verändert i>j in der Stathme OjZ>^, 
so rückt (Fig-. lo) mit zunehmender Distanz Oji^, oder 091 der 
Punkt k/y nach rechts fort, der Punkt a rückt langsam an 
heran, dag'eg'en entfernt sich ß rascher, die Achse a nähert 




FigDT 10. 



sich der orthog'onaien Richtung, b der brachialen. Nimmt da- 
gegen die Distanz Oji)j ab, so nähert sich ß immer mehr im 
Horizont dem 0^, über das es nicht hinausgehen kann, da hier 
die Distanz schon ^ ist. Es kann daher, wenn <\ ^geben 
iat, die Achse b nie über ZUJ^, und S^ kann nie über P^ hinaus- 
gehen. Andererseits nähert sich die Achse b der brachialen 
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Richtung und wird = JKt^g für O^B^ = c©- Die Achse a hat ihre 
Grenze in einem Orthogen alilachtpunkt von 0^, andererseits in 
0. Also hat die Achse a den Spielraum des Winkels q) = Q,2tlF, 
die Achse b den Spielraum ^ = Q^VXPj. — Den äußeren Grenzen 
entsprechen die Tangenten durch Oj und 0. 

12. Zu ein und demselben H und 7X1 gibt es unendlich 
viel Kreise in der Bildfläche, deren Peripheriepunkte auf der 
Linie OW. harmonisch zu und 7X1 liegen; diese Kreise bilden 
mithin ein hyperbolisches Kreissystem mit der Potenz OlXi (Fig. 1 1). 
Ein jeder dieser Kreise erscheint nur von einem bestimmten 
Punkte D der Stathme aus als Kreis in der Fußebene. Es soll 
nun zu jedem Kreise der hyperbolischen Schar die 
Augfeadistanz bestimmt werden, in der er als Kreis er- 
scheint. An beiden Seiten dieses Kreises treten Ellipsen 
auf. In Fig. ll ist zum Kreise Null der Grenzwert 02X1 der 
Distanz 01> verzeichnet. Alle PiHfl|Ilrtlr liegen in l\l. Die 
Kreise i, 2, 3, 4, 5 der hyperbolischen Schar erscheinen von 
If,, D^, Dg, T.)^, 7)5 aus als Kreise in der Fußebene, wie man 
durch Einti^gung der äquikonjugierten Durchmesser findet. Für 
jedes K gibt es also nur einen Punkt 31 im Raum, von dem 
aus dieser Kreis K als %xm erscheint. Über jeden dieser 
Werte hinaus sind es orthog-onal-gestreckte Ellipsen, 
unter einem jeden dieser Werte brachial gestreckte Ellipsen. 
Die jedesmaligen Achsen können von den Teilpunkten aus ge- 
messen werden. 

Die Distanzkreise findet man am einfachsten durch 
die Fluchtpunkte der Scheitelsehneapaare, wie in Fig. 11 
an drei Kreisen ij, 3j, 6j der Schar gezeigt ist. Diese Flucht- 
punkte entsprechen zugleich genau der Distanz, bei der der 
bezügliche K als %nn erscheint. Z. B. für den Kreis 3 3^ ist 
der Distaazkreis eiD^ß und von D^ aus als Distanz erscheint nur 
3 3, als %Xt\t. 

13. Zu jedem beliebigen Punkt Z** in der Zeichenebene 
können die Adisen nach Nr. 11 (Seite 18) gefunden werden. 
Ist nun 91 oder B" fest angenommen, so ändert sich die Strecke 
DD", je für welchen Kreis der Schar man die Achsen sucht, 
daiber auch auf dem Horizont das Zentrum des Kreises durch 
D und D'\ Je größer K, um so größer D, und je größer 1/, 
um eo mehr rücken a und ß nach links, wenn i>" rechts von 
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20 Bestimmnng der Achsen, 

der Mittellinie angenommen ist, um so stärker sind die Achsen 
geneigt gegen die Mittellinie OXfi- 

Man kann auch eine Achse, z. B, o, nach «" flüchtend, fest- 
legen, und für irgend ein 0^ und einen Kreis — etwa 3 ■? 3, — die 
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Figur II. 

Distanz — etwa D^^ konstruieren ; denn das Zentrum des Kreises 
durch B^D^ ist bestimmt; es braucht nur a^D halbiert und im 
Halbierungspunkte ein Lot errichtet zu werden. Das Lot trifft 
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den Horizont im Zentrum k des Halbkreises, der durch «j, D^ 
und den gesuchten Punkt D'^^ geht. Die Flucht ß der Achse b 
liegt um so weiter nach rechts, je größer der Kreis K. 

14. Alle unsere FigTiren sind mit so kurzen Distanzen OD 
hergestellt, daß ein anschauliches Vorstellen von Kreis- und 
Ellipsenformen nicht erwartet werden kann. Auf großen Tafeln 
dageg^en kann man schon ganz gut die Formen der orthogonal 
gestreckten und der brachial gestreckten Ellipsen in der Fuß- 
ebene sich vorstellen, besonders wenn diese Kurven mehr im 
Vordergrunde liegen, also OTXi groß gewählt sind. Nur muß 
das Auge in der Horizontebene in der richtigen Distanz sich 
befinden, die möglichst groß zu wählen ist. 

15. In der Distanz D^ über (Fig. 11) muß z. B. nur der 
Kreis 3 3j als SttlS erscheinen, die größeren Kreise der 

hyperbolischen Schaar, 4., 5, 6 geben ein wenig brachial 

gestreckte EUipsen, die kleineren 1, 2, ein wenig orthogonal ge- 
streckte Ellipsen, Vom festen Punkte />" aus ändern sich die 
Achsen von einem K zum anderen, 

i6. Der Spielraum der Richtungen der a und i- Achsen ist 
durch die entsprechenden Fluchtpunkte zu übersehen; man halte 
nur fest, daß jedem Kreise sein bestimmtes D angehört, wie das 
durch die Ziffern angedeutet ist, und daß der Halbkreis durch 
DD" die gesuchten, den Achsen entsprechenden Fluchtpunkte 
bestimmt. Die Grenzen der Fluchten von b sind 0^ und ß^, 
nämlich ein ß, das durch die kleinste Distanz D^ bestimmt wird. 
Der Kreis, der durch D" und Z*", hindurchgeht, trifft den Horizont 
in ß^ . Die Grenzen der Fluchten von a sind a^ und co. Dieser 
letzte Fluchtpunkt gibt eine brachiale Achse, die unendlich lang 
ist, denn der unendlich große Kreis ist die brachiale Gerade 
durch }i, während die nach 0^ gerichtete Grenzachse die Länge 
hat. In Fig, u sind die Grenzen der Achsenschwankungen 
mit 9(1 und -^^^ bezeichnet und zwar wechseln die Achsen in der 
Richtung des Pfeiles mit zunehmender Größe von K. Je größer 
K, um so spitzer der Scheinwinkel zwischen den Hauptachsen 
a und b; dieser Scheinwinkel ist an den Grenzen QVCLQ^ und 
für den unendlich großen Kreis i'HtOj, 

b) lotairiln. 

Rückt ein Kreisbüd K ohne seine Größe zu ändern an H 
heran, so kommt 2TI als Polare von H dem H entgegen. Die 
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Distanzkreise von Fig". i i werden immer kleiner, der kleinste 
schwindet auch, bis er endlich wird, wenn H von K berührt 
wird und IH in den Berührungspunkt fällt. Es kann jetzt K 
nicht mehr einen Kreis darstellen, auch keine tUqrft oder |q|ttrlltl, 
sondern nur eine yaratttl Die halbe Parabel liegt im Unendlichen 
im Berührung-spunkte. Alle Durchmesser der Pur^tl gehen durch 
Va, sind also einander parallel. Konjugiert sind alle Durchmesser 
dem unendüch fernen Durchmesser H, daher von allen mit konju- 
gierten Durchmessern ausgeführten Zeichnungen des vorigen 
Abschnittes keine einzige hier anwendbar ist. Zur Zeichnung 
der Achse unterscheiden wir wieder zwei Fälle; Es wird entweder 
irgend ein Durchmesser als Achse angenommen und ein OD ver- 
n langt, für das diese Achse 

gilt, — oder 2. es wird D 
oder 2t gegeben und die zu- 
gehörige Achse gesucht. 

I. Zur Auffindung der 
Achse genügt hier ein Merk- 
mal, das auch in allen anderen 
Fällen anwendbar ist, w«in 
die Achse gegeben ist. Es 
muß die Scheiteltangente auf 
der Achse senkrecht stehen. 
Nun geht die Achse sicher 
durch 2Tt hindurch und da 
jn in .ff liegt, ist der Flucht- 
punkt der Achse bekannt und die Scheiteltangente muß nach 
dem Orthogonalfluchtpunkt von 211 flüchten. Im vorigen 
Abschnitt war der Fluchtpunkt der gesuchten Achse nicht 
für alle Fälle bekannt. 

2. Ist in Fig. 12 VaS gegeben, soll also S der Scheitel sein, 
so kann die Scheiteltangente gezeichnet werden. Sie flüchtet 
nach R. der Orthogonalfluchtpunkt von V(l werden muß. Über 
W-R errichte man den Halbkreis VilDR; jeder Punkt dieses 
Kreises kann als nie der geklappter Augenpunkt angenommen 
werden. Wir erhalten den Satz: Jede Sehne von K, wie 
etwa IXiS, kann als Achse der Parabel, und jeder Punkt 
des Halbkreises über VdR und kein anderer Punkt der 
Ebene kann für diese Parabelachse als Distanzpunkt 
angenommen werden. Dieser Halbkreis gehört zu einer 
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parabolischen Kreisschar in H. Die entsprechende parabolische 
P^l^ktenreLhe aller ZTI-fi wird durch die sämtiichen Tangenten 
am Kreise K erzeugt. Jeder Punkt entspricht dem Mittelpunkt 
2Tt. Eine parabolische Punktenreihe kann aus der elliptischen 
erhalten werden, indem mau die Potenz = werden läßt 
Ebenso kann sie aus der hyperbolischen entstehen, 
indem man die beiden Asymptotenpunkte einander sich 



sie in Va zusammenfallen. Die parabolische 




Figur 13. 



nähern läßt, bif 
Kreisschar wird 
von ihrer kon- 
jugierten para- 
bolischen Kreis - 
schar senkrecht 
geschnitten (Fi- 
gur i3j. 

3. Ist 2. D 
gegeben (Fig. 12), 
so trifft ein Lot 
auf %mi> den 
Mittelpunktides 
Kreises, der fi er- 
gibt. Eine Tan- 
gente an K von R aus läßt S finden, also auch die Achse SUT. 
Daß bei jeder Annahme von D zugleich der Punkt auf dem 
Horizont bestimmt ist, muß beachtet werden, wie groß auch K sei. 

4. Läßt man von irgend einem Hauptpunkte aus D alle 
Werte von bis 00 durchlaufen, und triftt die Tangente durch 
den Kreis ^ in P (Fig. 12), so durchläuft der Scheitel S alle 
Punkte von P über S bis Q, sodalä PSQ der Spielraum des 
Scheitels ist für den Hauptpunkt 0. Je näher an 21T 
liegt, um so größer der Spielraum der Achse, bis endlich, wenn 
mit 2U zusammenfällt, plötzlich der ganze Spielraum schwindet; 
der Scheitel hegt für jedes D in Q. Beim Fortrücken von auf 
die andere Seite von JTt tritt die andere Seite von K ins SpieL 

5. Statt eines bestimmten Kreises K kann ein behebiger 
anderer Kreis K^, der in ÜT berührt, betrachtet werden (Fig. ix), 
überhaupt die ganze parabolische Schar auf der Mittellinie "SdQ- 
Die entsprechenden Werte von R erfüllen im Horizont die para- 
bolische Punktenreihe. Aile Scheiteltangenten SR, S^R^ sind im 
Bilde einander geometrisch-parallel, — da Achse, Horizont und 
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Scheiteltaiig-ente gleichschenklige Dreiecke bilden — schneiden 
sich also in der Beschauerebene und zwar um so weiter zar Seite, 
je größer D. Alle Grenzpunkte P, P^ . . ., liegen auf einem 
orthogonal schneidenden Kreise TCiP^^P der parabolischen 
Horizontschar. In Fig. 13 sind die einander konjugierten, sich 
senkrecht schneidenden parabolischen Kreisscharen von H und 
JTIP verzeichnet. Der über H liegende Teil stellt die Parabel- 
schar im Rückenterrain dar. Die konstruktive Schar gehört 
nicht zum Bilde. Wir haben also die Sätze: a) Die ganze para- 
bolische Kreisschar K des Bildes erscheint als Parabel- 
schar mit gleichbleibender Achsenrichtung JTTS für jeden 
Punkti* im ganzen entsprechenden Halbkreise der para- 
bolischen Horizontschar; alle Scheitel liegen in einer 
Projektionsebene, ß) Wird bei festem Hauptpunkt die 
Distanz vergrößert, so rückt die Achse immer mehr der 
orthogonalen Mittclrichtung zu. y) Fällt mit W. zu- 
sammen, so erfüllen die Parabelscheitel der Schar die 
Mittellinie mC. Ö) Die Achsen aller Parabeln liegen in 
einer Geraden, die nach der Seite des Hauptpunktes umso- 
weniger geneigt ist, je weiter von HI entfernt und je größer 
die Distanz ist. 

c) Iqptibtln. 

Die bei ElUpse und Parabel angewandten Beziehungen zur 
Aufsuchung der Achsen sind auch hier anwendbar, doch kommt 
noch eine neue hinzu. Auch hier sollen zwei Fälle untersucht 
werden: 1. Die Bestimmung von und D, wenn die Haupt- 
achsen als irgend eines der konjugierten Durchmesserpaare ge- 
geben sind, und umgekehrt 2. Die Bestimmung der Hauptachsen, 
wenn und D gegeben sind. 

I. Soll a {Fig. 14) mit den Scheiteln S und -Sj Durchmesser 
sein, so suche man den Fluchtpunkt k^ der Tangente an S oder 
Sj, oder da k^ die Poiare der Hauptachse "VtlS sein muß, suche 
man k^ als den dem k zugeordneten harmonischen Punkt zu 
den Asymptotenfluchten o und «j, und k^ bestimmt die Richtung 
der imaginären Achse b. Nun wird verlangt, daß k und k^ in 3t 
einen rechten Winkel bilden. Somit ist D auf den Halbkreis 
über kk^ beschränkt, und 0, als Lot von D auf H, auf die 
Strecke kk^. In D bilden die Geraden nach c, a^, k, k^ vier har- 
monische Strahlen entsprechend dem Satzei „Von den Achsen 
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35 
n Winkel halbiert." 



der Hyperbel werden die Asymptote 
Es ist [amk^kma^]=^(f. 

2. Läßt man die Achse «wandern, so beschreiben die Flucht- 
punkte k und Ao ein hyperbolisches Punktsystem auf H 
mit der Potenz aa^, und die Kreise D erfüllen die ent- 
sprechende hyperbolische Kreisschar. 

3. Es g'ibt unendlich viel Kreise, für die B und IM 
unveränderlich bleiben. Für diese ganze offenbar hyper- 
bolische Kreisscbar mit der hyperbolischen Punktenreihe auf 




der Senkrechten lYiC zum Horizont, mit der Potenz ZHCund den 
Asymptotenpunkten XU und C, erfüllen die zugfehörigen Asymp- 
totenfluch tp unkte npaare den Horizont. Sie sind harmonisch zum 
Zentrum C und ßoo auf ß. Es darf die Achse a für alle Kreise 
beibehalten werden; es rückt nur k^ weiter hinaus auf H, je 
größer der Kreis K, der betrachtet wird. Zu jedem Kreise der 
Schar gehört ein Halbkreis AA„ als Ort aller möglichen i>-Punkte. 
Es bilden diese Punkte k, 4„ wieder ein besonderes parabohsches 
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Panktensysiem des festge dachten Punktes k, und D ist auf die 
Halbkreise des entsprechenden Kreissystems beschränkt. 

4. Nimmt mau Z* und mithin auch als gegeben an (Fig*. 14), so 
sind dadurch die Achsen a und b bestimmt; man findet ihre Flucht- 
punkte durch Hälftung des Winkels aBa, und seiner Ergänzung-. 

5. Während bei Ellipsen die Länge beider Achsen durch 
die Peripherie begrenzt und dadurch zugleich konstruiert ist, 
muß hier die Länge der imaginären Achse b erst gefunden 
werden. Man stützt sich am einfachsten auf den Satz: „Die 
Asymptoten sind Diagonalrichtungen in jedem aus 
konjugierten Durchmessern und ihren Parallelen ge- 
bildeten Parallelogramm," Mithin sind die Asymptoten 
auch Diagonal rieh tun gen für solche konjugierte Durchmesser, 
die Hauptachsen geworden sind, wie a und b. Die Achse a 
endet in S. Zieht man durch S eine Parallele zur Achse b, 
also die Gerade Sk^, und schneidet diese die Asymptote in E^, 
so braucht man nur noch k mit E'* zu verbinden und bis B zu 
verlängern, um die Achsenlänge b = TUB zu erhalten. Die Teil- 
punkte Jk und Jk^ lassen die Achsenlänge Vlia^ und ZHft, finden 
in der Tiefe von 2X1. Es ist be merken svi'ert, daß beide Scheitel 
S und Sj dieselbe Konstruktion gestatten. Man findet nämlich 
durch 5,^0 den Punkt E\ und E^^ mit ifc verbunden gibt VHB^ 
als Achse b, die von Jk^^ aus gemessen wieder richtig die Länge 
mb^ ergibt; denn es ist [JTTSj, = 211-6= 6] = Zlt^. Ebenso 
schneidet Jk^S^ die Maßlinie in a', sodaß [2115 = 2115^] sich ergibt. 

6. Je weiter von C entfernt angenommen wird, um so 
näher rückt die Achse a der Mittellinie zu. Dasselbe findet statt, 
wenn B bei festbleibendem vergrößert wird, bis für 091 = 00 
der Scheitel im tiefsten Punkt Q angelangt ist. Fällt auf C, 
so sind Q und Qi immer Scheitel, wie groß die Distanz auch sei; 
es ist VHQ die Hauptachse a und man findet IMBj, die Haupt- 
achse b, nach demselben Verfahren wie vorhin. Dort nämlich 
wurde der Scheitel S oder 5, mit dem Fluchtpunkt k^ verbunden 
und E* gefunden. Hier sind (Fig. 14) die Scheitel Q und Q^ mit dem 
Fluchtpunkt Aoo zu verbinden; sowohl E als £'^, mit dem Flucht- 
punkt C verbunden, geben beiderseits die Achse VXB^ = 3TI.S\. 

7. Die Achsenstrecken a und b sind im Bilde unabhängig 
von der Stellung von D im Kreise kk^. Die Ausmessung aber 
kann erst dann erfolgen, wenn D angenommen wird. Fällt 
auf € und ist OB klein, so ist der Asymptotenwinkel aBa^ stumpf, 
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die $|ptrtfl ist brachial g-estreckt. Je grrößer D, um so spitzer 
aDa^. — Sobald D im Halbkreise in der Mitte über aa, lieg-t, 
ist der Asymptotenwinkel ein rechter und die (lytirbri ist eine 
g-leichseitige. Die Asymptoten bilden mit der Hauptachse 

Winkel, deren Tang-ente =-ist; bei stumpfwinkligen ggjrrrh tili 

ist Ä ;> a, bei spitzwinkligen h<^a. 

8. Die Endpunkte aller imag^inären Durchmesser liegten in 
einer konjugierten |j||nlirl. Auch diese ist unabhängig- von D 
und von 0. Sie g-eht durch die vier Punkte B, B^, B^, B\ und 
berührt K ia a und a^. Das Bild der konjugierten {fptlbH ist 
also auch eine Hyperbel. 

9. Je größer der Kreis K in der hyperbolischen Schar ge- 
wählt wird, um so größer ist aa^, also auch die für eine gleich- 
seitige S^inllll erforderliche Distanz. 

10. Von jedem Punkte des Halbkreises aJJa^ aus 
sieht man eine gleichseitige f^ftrhcl, da orI>a, = jR bleibt, 
aber die Hauptachsen weichen umsomehr von der Mittellinie 
ab, je weiter i*j im Halbkreise über aa^^ (Fig- 15) liegt, denn 
hälftet man wieder den Winkel aUa^, so geht die Halbierungs- 
linie nach Z'j. Die Achse flüchtet daher nach «„, und IWof, gibt 
die Scheitel S und S^. Ein Lot auf o^,i>, in r\ läßt den Flucht- 
punkt ß^ der Nebenachse finden. Die Nebenachse ist JK/?o. Ihre 
Endpunkte B und B^ findet man, ähnlich wie vorhin, durch Ver- 
bindung von E oder E^ — den Schnittpunkten von IHaj mit 
Sß^ oder Ä\/?(| — mit «„; die Verlängerung gibt B und B^. Es 
ist [mB=>=,mB^] = mb' in der Terraintiefe von XiX. Dabei ist 
die Sgpcrbtl gleichseitig; die Achse a ist gleich der Nebenachse 6, 
was durch Ausmessen von Ja,, und Jß^ aus bestätigt wird. 

Der ganzen hyperbolischen Kreisachar von K ge- 
hören ebensoviel konzentrische Distanzkreise um C 
herum an, die gleichfalls die Ebene erfüllen. 

Von der hyperbolischen Kreisschar mit der Potenz CXfi 
stellt übrigens nur die eine um C als Asymptotenpunkt dieser 
Schar sich schlingende Hälfte der Kreise K |i|pnbtlll 
dar, die den unteren Teil der Bildebene bis ^/j CHI erfüllen. 
Jenseits der Senkrechten auf '/^ CXft, beginnt die andere um 2Jt 
als Asymptotenpunkt sich schlingende Kreisscharhälfte, die nur 
CUifTtK gibt, die im Rücken des Beschauers liegen. Da die 
ganze Hälfte dieser Schar den Punkt Xtl umgibt und vom 
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Horizont nicht geschnitten wird, so sind es 6li|tftK, die wir im 
ersten Abschnitt schon behandelt haben {S. 16). Zu bemerken 
wäre hier nur noch, daß auch damals wir nur die eine, aber 
elliptische Hälfte der hyperbolischen Kretsschar besprochen haben, 




Figur 15. 

die andere um C als Mittelpunkt sich schlingende Hälfte gibt dort 
glimbtllt, deren einer Zweig" samt Mittelpunkt vorn, der andere 
im Rücken des Beschauers liegt. Dieser Teil ist erst jetzt im 
vorliegenden Abschnitt erledigt worden. 



II. Sätze, die in Beziehung stehen zu den Achsenkreisen. 

Es sollen zunächst die bekannten Lehrsätze behandelt werden, 
die sich auf die Größe der Achsen beziehen und auf die Kreise 
der großen und kleinen Achse. Es wurde schon angeführt, daß 
diese ^tcjft, die sonst bequem mit dem Zirkel g^ezogen werden, 
hier als Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln und ganz ausnahmsweise 
als Kreise auftreten. Infolgedessen können nur einzelne Punkte 
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Menge gezeichnet werden, aber keine kontinuier- 
liche Kurve. 

Daß die Bilder der Ütfifl mit Radien a und h Kegelschnitte 
sind, ist selbstverständüch. Eine Hauptaufgabe ist es, außer beliebig 
viel Punkten in gegebener Richtung die Achsen der elliptischen 
und hyperbolischen ftfishUlin zu bestimmen, Obgieich diese 
Aufgabe für perspektivische Zeichnung die undankbarste und 
mühsamste ist, mußte sie doch erledigt werden. 

1- Clipfen. 

Der Einfachheit wegen soll die Mittellinie die Stathme sein, 
aiso muß in ihr liegen. Nun wissen wir, daß K einen |itt)S 
darstellt, wenn die Distanz = OQ (Fig. i6) genommen wird. Wir 
wollen sie erst größer, dann kleiner als OQ annehmen. 

I . Ziehen wir durch 21T (Fig. 1 ö) beliebige Strahlen, so können 
auf diesen sofort zwei Strecken abgetragen werden gleich den 



£^ J) 




Figai 



Achsen a und b. Z. B. : zu den Fluchtpunkten i, 2, 3, 4, gehören 
die Teilpunkte J^ J^, J^, J^. — Von D und i)^ aus überträgt 
man die große Achse a in die brachiale Strecke W.a' (beider- 
seits). Projiziert man nun W.b und auch W.a' von i/, aus auf 
den Strahl IXU, so erhält man zwei Punkte, die den Kreisen %a 
und %b der Fußebene angehören. Dieselbe Projektion von JXib 
und TXia führt man von A, Ä .-. aus auch auf die anderen 
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Durchmesser 2112, X(X3 ... aus. Alle diese Punkte geben zwei 
Keg-elschnitte im Bilde, die wir E^ und -Ej nennen wollen. Die 
Achse ü ist<; i; es muß E^ den Kreis K oben und unten an 
den Scheiteln S und S^ berühren. Der Punkt Ca, der Mittel- 
punkt von K, wird auch Mittelpunkt von £„ im Bilde, die große 
Achse von E^ geht brachial durch Ca, die kleine steht ortho- 
gonal. Es soll die Länge der Achse von E^ bestimmt werden, 
mit anderen Worten es soll der Punkt S auf der brachialen 6'o- 
Linie bestimmt werden, so daß JTIS = a wird. Nun ist die Richtung 
von XnS noch nicht bekannt, also auch weder Flucht-, noch Teil- 
punkt des Durchmessers VXS. Mittelst metrischer Konstruktion 
erreicht man auf folgende Art das Ziel : Es muß [(7„ S = 
imS^—mCV^ sein; aber es ist [m5 = a] = 6;a" in der Tiefe 
von Ca". Überträgt man auch ZlTCn, von D oder I>^ aus pro- 
jiziert, in diese Tiefe, so hat man [ZTI Ca = C^ fi]. Schlägt man über 
Caa" einen Halbkreis, setzt [(7a3TI ^ C^ fi] im Punkte a„ an, so 
daß a" ja' = Call, so wird Cafi' = CaS gleich der gesuchten Strecke 
sein, denn jetzt ist (CaS = ^a^ — Ca 7X1"]. Ebenso verfährt man mit 
dem Srtifr, dessen Bild Eb ist. Diese EUipse E^ berührt K an 
den Enden der kleinen Achse in Si, und Sj^. Das Zentrum findet 
man durch Hälften von S(,g S^g in Cj,. Man überträgt [JUSs, = J] 
in die Tiefe von Ct = Cbfi, projiziert XXlCi, von 1) aus in die 
Tiefe von 6\, so daß [TdC = C^ l], setzt C^l an b" im Halbkreis 
über Cib„ an und findet die Acbse der Eilipse Ei,= Ci,ft, das 
= ds = CftSj den Scheitel s^ gibt. 

2. Wächst OD, so wird Ea, das stets in s^ oben und 
unten berührt, immer breiter und flacher, bis es für ß ^ co in 
zwei Scheiteltangenten ausartet. Gleichzeitig wird Ef, immer 
flacher, denn Sb^ nähert sich 211! oben und unten, während Ei, 
immer den Kreis K in Sj^ und Sj berührt, bis es in die grade 
Linie StJHSfc, ausartet. — Zu beachten ist, daß je größer OD, 
um so schlanker und orthogonal gestreckter auch die Ellipse K 
wird, und für OD ^oo ist die Achse a auch unendlich groß ge- 
worden, da sie von Boo aus projiziert wird in die Tiefe 2TT. — 
Dabei bleibt die kleine Achse b unverändert. 

3. Wird OD kleiner gewählt, so wird Ej, orthogonal breiter, 
beide Scheite! der Achse a entfernen sich von l\l bis OXf =- OQ 
wird. Dagegen wird E^ in brachialer Richtung schlanker, denn 
ihre brachiale Achse wird kürzer, bis endlich beide Achsen 
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einander g'Ieich geworden sind, Ei, = E^. wird, und K einen Jmi 
darstellt. 

4. , Wenn OD<^OQ ang-enommen wird, kehrt sich das Ver- 
hältnis der AchsengTÖßen (Fig:. 17) um; E^ liegt innerhalb K, 
während E^ den Kreis K umschließt und wie früher noch immer 
in den Punkten \ ft, berührt. Die Größe der Achsen von Ea 
und Ei findet man wie vorhin erläutert. Es werden die Scheitel «a 




oben und unten durch Ausmessen vom Teilpunkt jC, aus be- 
stimmt; daraus ergab sich das Zentrum Ci der Ellipse Et, und 
die Achsenrichtung brachial durch C'5. Man überträgt 2TÜ, in 
die Tiefe von Cj, es ist [Hti, = C^ &"]. Von 4 aus wird auch 
die Strecke [ülCs^Cim] in die gleiche Tiefe projiziert. Nun 
ist die zu bestimmende Achse C^t von E,, die ^tdlft^C [Ci« = 
y**,— (Ctm)"] also CtB ''fCib\-~Cim\ — Setzt man C^m an b" an 
und macht h"m^ =Cbm, so ist (^m, die gesuchte Strecke = Ct«. 



Hosted by 



Google 



a j Beziehung zu den Achseakreiseu. 

Ebenso wurde die Achse a von D^ aus in die Tiefe von JTI >= 2TI«' 
gefunden und von aus in die Tiefe von Ca = Ca" übertragen, 
ferner ist \7XlCa ■= 0^»]; CoW an a„ ang-esetzt, gibt im Halbkreis 
über Co",, den Punkt n' und die Achse von Ea ist gefunden = 

Wird die Distanz immer kleiner genommen, so wird Ea immer 
schmäler und fällt schließlich mit der Linie ITIC zusammen, da- 
gegen wird Ei immer schlanker, denn beide Scheitel s^ entfernen 
sich von in, der Punkt Cj rückt immer weiter nach vorn, bis Et 
eine Parabel wird. Der abgebildete jitMS berührt die Beschauer- 
ebene. Das tritt ein, v^enn sj unendlich weit unten in der Bild- 
fläche liegt. Damit das geschehe, muß OD genau geometrisch 
gleich VXb gewählt sein, daher der Scheitel Sj dieser Parabel in 
Va iTlö liegt. Durch Projektion können beliebig viel Punkte 
dieser Parabel gezeichnet werden. Wird OB noch kleiner gewählt, 
geht die Parabel Pb in eine Hj'perbel St über. 

Die Scheitel s^ sind stets harmonisch zu JTl und und bilden 
ein hyperbolisches Punktensystem mit der Potenz OVil. Die 
Ellipsen Et erfüllen die Bildebene innerhalb der Parabel P». Den 
übrigen Teil der Bildebene erfüllen die H^, deren über dem 
Horizont liegenden Zweige ebenso einfach zu konstruieren sind. 
Die ganze Schar Et, Pt und Ht wird von den Strahlen Ob in 
d6n Punkten hj und h^ berührt. Auch ist XtXb die Polare von 
für die ganze Schar. 

2. (onktln. 

i. Die Kreise Ea und Et, die eben betrachtet wurden, sind 
bei der }la»btt kaum zu erkennen. Da K den Horizont berührt, die 
Achsen unendlich groß sind, so sind die Achsenkreise entartet; der 
§iXn6 Ea ist in ein Linienpaar übergegangen, nämlich in den un- 
endlich fernen Horizont und die Scheiteltangente an der vorderen 
Seite von K; denn eine Berührung der beiden Scheitelpunkte 
muß immer noch statthaben, es ist eine unendlich lange brachial 
gestreckte Ellipse, deren Mittelpunkt mit zusammenfällt! Die 
Ellipse Et schrumpft in den unendlich fernen Punkt ein. 

3. $9|frbt!i. 

Um die Achsenkreise zeichnen zu können, muß zunächst 
Richtung und Länge der Nebenachse ermittelt werden. 
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I. Es sei wieder die Mittellinie die Stathme (Figf. 18}, Die 
Nebenachse b ist jetzt brachial; ihre Länge findet man allgfemein, 
wenn man den Durchschnitt A oder A^ oder A^ oder Ag der 
Scheiteltangrenten mit den Asymptoten ZtXa oder Xfla^ mit ver- 
bindet, denn es ist [OA \\ OJH], also VXsaAB ein Parallelogramm, 
und 7XlB = b die g-esuchte Nebenachsenlänge. Auch triSt die 
Gerade «a«! den Punkt B. Nun können behebige Strahlen ge- 
zogen werden; wenn die Distanz 0Z> angenommen ist — und 
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nicht eher lassen sich die Hyperbelpunkte von H^ und Hi, be- 
stimmen — , so projiziert man von den Teiipunkten i', 2', 3', 4', 
5' , . . . aus nach s^ und nach B und findet sofort Punkte des 
Haupt- und des Nebenachsenkreises. Der erstere H^ ist durchaus 
Hyperbel, die in «„ und Sa^ berührt, der andere ist je nach der 
Distanz Et, K^, P^ oder ff^- 

2. Ist OD ^ TCLB, so liegt der Grenzfall vor, wo der Neben- 
achsenkreis Parabel wird, denn auf dem Strahl ZTIO wird jetzt 
«6 genau in die Hälfte von OJTI gelangen und der andere Punkt 
a'b wird ins Unendliche der Bildfläche fallen, weil der Distanz- 
punkt D^ von ebensoweit entfernt ist, wie B von JUT. Ist 

V. OEIlingen. Krüsbildcr der Kegelschnitte. 3 
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OD ^ B, so ist der Nebei 



nicht 



In Fig. 18 ist der Nebenacjisenttreia E^, in Fig*. ig ff». Es berührt 
Ha den Kreis K immer in dea Scheitelpunkten Sa und »ai' OB 
iet immer Tangente an E,, oder I\ oder an H^. Die Länge der 
Hauptachse, von D^ in die Tiefe von Hl projiziert (Fig. 18), gibt 
den Punkt a' der Hyperbel H^. Sie wird in a' von der Geraden 
Ottj berührt, denn ist der Pol der Nebenachse für alle Neben- 




achaenkreise, seien sie Ellipsen oder Hyperbeln. Sobald die beiden 
Scheitel sj und s'j, durch Projektion gefunden sind, hat man auch 
den Mittelpunkt Cj,. Zu beiden Seiten der brachialen Linie durch 
Ci liegen symmetrisch die Zweige von H;, oder die Hälften von E^. 
Bei Fi fällt 6\ ins Unendliche. 

3. Wird OD gleich Oa genommen, wobei, wie wir sahen, 
K eine gleichseitige Hjrperbel gibt, wird a==h, und H^ und H^ 
decken sich, C^ und C^ fallen zusammen in den Mittelpunkt 
von K. 

4. Ist OD < Oa, ao stellt K eine stumpfwinklige |)ptrltl dar, 
die N^benachse wird größer als die Hauptachse, Hb durchschneidet 
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K, und Gl, gelangt in den Kreis H (Fig. 20) hinein, gwjschen Ca 
und 0. 

5, In Fiff, 21 sind die mannigfaltigen Werte der Pistajjz 
unter dem Horizonte verzeichnet. Der Punkt P^ bezeJcUnet 
die Distanz 0])p, fiir die der Nebenachsenkreig eine Parabel 
gibt. Von Df bjs 00 erstreckt sich das Distanzgebiet D, für 
Ellipsen. In diesem Gebiet kann man aber zwei Teile unter- 
scheiden. Von Dp bis Dil liegen die Distanzen X*,*, wo die Neben- 




Figui 



achsenkreise als brachial gestreckte Ellipsen auftreten; von 
Dil bis 00 sind sie orthogonal g-estreckt, das Gebiet ist mit 
Df'^ bezeichnet. Die Stelle Z'^ entspricht dem interessanten Grenz- 
fall, wo der Nebenachsenkreis auch im Bilde als Kreis erscheint. 
Es muß dann ODi, = OB genommen werden, denn der Distanz- 
kreis gibt Punkte auf dem Horizont Du und D'k, die in B und 
j5, rechte Winkel bilden, die auch in D als rechte sich aus- 
weisen. In diesem einzigen hochinteressanten Fall kann der 
Nebenachsenkreis auch iiji Bilde kontinuierlich, also 
mit dem Zirkel, dargestellt werden. In Fig. 2i wurde die 



Hosted by 



Google 



3« 



Beziehung zu den Achse ukr eisen. 



Nebenachse g-ezeichnet; dann wurden die beiden Scheitel wie 
vorhin g-efunden durch Projizieren von D^ und Dt^ aus. Der 
Halbierun^spunkt zwischen den Scheiteln ss und s\ gab den 
Mittelpunkt (7*6 und nun konnte der Nebenachsen kreis Ki selbst 
gezogfen werden. Ebenso einfach hatte C'i, gefunden werden 
können durch Errichtung- eines Lotes über dem Hälftungspunkt 




L von SfcS. Der Halbmesser C^^ wurde in der Fig-. 21 durch 
Projektion bestätiget. Es wurde nämlich der Strahl JK33, der in 
den anderen Fällen nicht sofort zu haben war, g-ezog-en; es fand 
sich der Fluchtpunkt t und dessen Teilung^spunkt .^j, der mit S 
verbunden richtig" den Punkt SB auf dem Strahle ^21133 gab. 
Dieser Übergang^sfall ist also g-eeig^net, als Beispiel g-enommen 
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ZU werden, wenn der Nebenachsenkreis kontinuierlich zu Kon- 
struktionen verwandt werden soll, denn der Kreis ist jetzt auch 
im Bilde ein Kreis. Das findet nur dann statt, wenn OD =^ OB 
g-enommeo wird. 

In derselben rig. 21 sind ferner die Strecken angegeben, 
wo der Nebenachsenkreis Hyperbel Hi, wird, und zwar sind es 
wieder zwei Distanzg-ebiete D^' und B^, die durch D^» getrennt 
werden. 7V bedeutet, daß die Hi ganz außerhalb //„ Heg-t, wobei 
(7s im Bilde zwischen C^ und dem vorderen unendlich fernen 
Punkte liegt. Dh^ bedeutet den unter 3. behandelten Fall, wo 
K eine gleichseitige Hpnlrtl darstellt. Da alsdann a^b ist, 
fallen die Ächsenkreise zusammen, also auch die H^ und 
Hj,, und Ca und 6'^ Hegen auf einander im Mittelpunkt von K. 
Im Gebiet Z^d' schneidet F},, den Kreis K und Cb Hegt zwischen 
Ca und Sa und rückt hinauf, wenn der Distanzpunkt D sich dem 
Punkte nähert. 



III. Eigenschaften der Kegelschnitte, deren Darstellnng 
von der Bestimmnng der Brennpunkte unabhängig ist. 

Bei der überaus großen Menge schöner und wichtiger Eigen- 
schaften der Kegelschnitte scheint es zweckmäßig, die einfachste 
Annahme zu machen und die Stathme in die Mittellinie zu setzen. 
Es bleibt dem Leser überlassen, die Sätze auf andere Haupt- 
punkte und beliebige Distanzgrößen zu übertragen. Bei besonders 
wichtigen Eeziehung'en sollen aber auch hier die nötigen all- 
gemeinen Darstellungen gegeben werden, 

a) CF|li)ifen. 

1. Wir denken uns einen Strahl vom Zentrum JTT aus unter 
dem Winkel <p mit der Hauptachse (Fig. 22). Er schneide die 
JldlftUhrtife E« und Ei (siehe Fig. 16) in den Punkten Ä und B. 
Da wir |ill)fftläl!rifc nicht mittels Zirkelführung haben können, 
müssen wir deren Radien auf einem Strahl ZITA abmessen, der 
nach k flüchtet; kD gibt den Teilpunkt Jk. In der Tiefe JH 
haben wir schon die kleine Achse \ und durch Projektion von 
D' aus erhalten wir die Länge der Achse a =^ Hl«'. Von Jk 
aus projizieren wir Jttä' und HtJ^ auf unseren Strahl TXlk und 
finden die Punkte A und B der Ellipsen Ea und E^, — Fällen 
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wir nun von A ein Lot AL auf die Achse a und von B das 
Lot SN auf die Achse b, so ist, wenn [2tT^ = rf], [mS=6] 
g-esetzt wird, [tlTZ = 1MA cos tp^a cos ^], [-P£ = TnN= mS 
smip^bsintp-] und [LA-.LP^mA-.inB = a:h =^ma':m.b^] 
2. Konjugierte Durchmesser wurden bereits mehrfach, und 
am einfachsten dutch Supplementarsehnen und deren Flucht- 
punkte g-efunden. Es g-ibt eine Konstruktion mit Hilfe des 
Hauptachsenkreises E^, die hier nur erwähnt werden soll, da die 
Zeichnung- auf keine Schwierig-keit stößt. Wenn zu 2TtP (Fig". 23) 
der konjugfierte Durchmesser TXlP' g^esucht wird, so falle man 
das Lot FL auf die große Achse und verläng-ere es bis Zum 
Schnitt A mit dem Kreise E^, ziehe den Strahl XÜXA, der nach 
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Figur 42. 

k flüchtet, und orthog-onal zu ihm — also nach q, dem von B 
aus bestimmten Orthogonalfluchtpunkt von k — den Strahl 2TIp. 
Auf diesem werden von Jq aus die Punkte A, oder A„ von Ea 
aufgemessen, die Lote A, L, oder A„ L,, gefällt, die K in den 
g'esuchten Punkten P, oder P„ treffen, die alle beide den ZU 
IUP konjugierten Durchmesser 1XIP,P„ geben. Hier besteht 
die Schwierigkeit, daß der Punkt A nicht sofort zu haben ist, 
da der Strahl iXik noch nicht bekannt ist. Die Lö.gung eignet 
dich daher nur für den Fall, daß vom Strahl HI* ausgegangen 
wird; dann ist P bestimmt und die ganZe Konstruktion ausführ- 
bar, wie in Fig. 23 geschehen iat. Indes witd man nie dieses 
umständliche Verfahren einschlagen, da man zum Strahle TXlit 
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einfach den Pol jr' findet durch Errichtung- eines Lotes in def 
halben Seliae PP^, oder indem man die Methode der Supple- 
ftientaraehneü anwendet: 5,3t gibt Q, während QS Sofort den 
konjug-ierten Fluchtpunkt jt' finden läßt. 

3. Wenn a, und b, konjugierte Halbmesser sind (Fig. 33), 
die den Winkel tu einschHeßeti, so ist [183] [184] 

a, b, sin iu = ä-b 
und a^^-^b,^^ a^ -^b^, 
Was durch Ausmessungr bestätigt werden kann. Der Winkel ro 
ist = 7t,D7t. 

4. Die Tangente an einem Punkte P (Fig. 22) treffe die 
Hauptachse in t. Durch denselben Punkt v geht auch die Tan- 

TT' 




gente an E^ im Punkte ,4, wenn AP das Lot auf die Haupt- 
achse darstellt. 

5. DerEilipsograph. Es wäre ein verkehrtes Unternehmen, 
den Eilipsographen in perspektivischer Zeichnung an einem Kjreise 
K zu erläutern, denn die zu suchende Kurve ist unser Kreis Ä', 
und der Ellipsograph geht aus vom $ttift, der der Ellipse E^ zu 
Grunde liegt und der bei uns eine Ellipse ist. In perspektivischer 
Darstellung müßte also ein jlttis mit Hilfe einer Ellipse E^ oder 
Et gezeichnet werden. Solches ist nicht nur sehr unpraktisch, 
sondern auch nur für einzelne Punkte möglich. Es dürfen aber 
die schonen Eigenschaften der Ellipse, die zum Eilipsographen 
führen, hier nicht fortgelassen werden. Da nun E^ im Bilde 
eine Ellipse ist, so wollen wir diesmal den perspektivischen Weg- 
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verlassen unä wollen statt dessen die Ellipse .Ea zeichnen mit Hilfe 
ihrer Hauptachsenkreise. In Fig-. 24 ist K unser |lrtis, der in 
der Fußebene eine Mifft darstellt mit dem Mittelpunkt IXi. Wir 
suchen die Ellipsenpunkte P und P^, die zum Ellipsenbilde E^ 
g-ehören. Es sollen die Punkte P, P^ ... von E^ g^ezeichnet 

werden auf beliebipf g^ewählten Loten QL, Qj-tj, Es 

muß und D geg-eben werden, denn die Achsen a und b sind 
im Bilde zwar bestimmte Strecken, aber ihre absolute Größe und 
auch ihr Verhältnis häng-t von und D ab. Wir projizieren 
von D^ aus über 5a die Achse ZXiSa = 11 in die Tiefe von Vil, 
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Figur 24. 

denn I)^ ist Teilpunkt für orthogonale Strecken; die erhaltene 
Strecke tlTii' projizieren wir von aus in die Tiefe des Zentrums 
Ca und erhalten die Hauptachse C„o" = o. der zu zeichnenden 
Ellipse £a, die K in S» und So' berührt. Der Radius von K=' 
CaS^ heiße q. Wir verzeichnen zwei Kreise um Ca als Zentrum 
mit den Halbmessern C^a" -= a und Co« = et— p; a und q smd 
die Hauptachsen von Ea- Wir haben jetzt rein g-eometrisch die 
Ellipse Ea zu zeichnen, Ca(^ schneidet den Kreis a — q im Punkte q. 
Ein Lot von q auf a trifft den Punkt L^. Eine Parallele zu CaQ 
durch L^ gibt den g-esuchten Punkt P der Ellipse £„. Einfacher 
kann die Strecke QP = q L^ gemacht und auf dem Lote QL 
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abg-etragen werden. Jetzt ist n Lg = C^q =^ a—Q, wP=a und 
Li^P^=Q. Beim EUipsogTaphen findet man, entsprechend den 
beiden Hauptachsen Ca«" und CaS^, Schienen ais Führung von 
Stiften in n und L^, die immer in dieser Entfernung von einander 
stehen. Der die Stifte haltende Arm i„w ist verlängert um das 
Stück i|, P = p und unter P befindet sich der Zeichenstift. Rückt 
nun in den Schienen n und L das .Stiftenpaar weiter nach n^ 
und i'g, so bleibt diese Strecke nL^ = "i-^'o beständig = « — q, 
ebenso die Strecke X'„ij = i^P=; p, und q ist die kleine Achse 
von -Eo- Ist der Schienenpunkt L in 6'^ angelangt, so hat der 
Schienenpunkt n den Scheitel des Kreises a — ^ in s erreicht und 
der Stift P zeichnet den Scheitel Sa. — Bei der Weiterführung 
entstehen die EUipsenpunkte auf der linken Seite der Mittel- 
linie, der Stift L gleitet in die linke Seite von C„, während n 
sich vom tiefsten Punkte s wieder erhebt. Hat n die Mitte Ca 
wieder erreicht, so ruht der Stift L am weitesten nach links in 
Z", der Stift F ist am Endpunkt der großen Achse in a"' an- 
gelangt [174]. 

Einige auf die Asymptoten und die Achsen bezüglichen" 
Sätze haben wir schon kennen gelernt. Hierzu kommen noch 
folgende bemerkenswerte Beziehungen: 

1. Zieht man durch einen Punkt P Parallelen zu den 
Asymptoten, so bilden diese mit den Asymptoten 
Parallelogramme von beständigem 
Inhalt [178]. Es ist IPeVad =^- P^c^mdj] 
(Fig. 25), wobei zu beachten ist, daß die 
Strecke P^d^ als Pjoorfj und c^VCl als 
Cj^ooTXl zu nehmen ist, da diese beiden 
beim Ausmesseii als endlich sich erweisen. 
— Rückt der Punkt P auf der Peripherie 
herum, so gelangt er in die Nähe von a, 
und es wird in a selbst Pd = und 
[P6- = am = oc]. 

2. Die Polare eines Punktes 
einer Asymptote ist dieser 

Asymptote parallel [181]. Die Gerade a als Polare von a 
geht (Fig. 2b) durch a. Alle Parallelen zur Asymptote bilden ein 
Büschel in a. Die Pole aller Strahlen dieses Büschels erfüllen 
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Figur 26. 



die Asymptote. Insbesondere entspricht dem Strahle r durch 
den Mittelpunkt C der unendlich ferne Punkt der Asymptote 
in der Bildfläche; dem Strahle b der Punkt 7X1; dem Strahle VXa 
der Punkt a selbst Alle diese Be- 
ziehungen gelten wie im Bilde, so auch 
in der Fußebene. 

3. Da konjugierte Durchmesser- 
paare harmonisch 2u den beiden 
Asymptoten lieg-en, werden sie auch 
nie durch eine Hauptachse vonein- 
ander getrennt. Auch ist jede 
Asymptote ein sich deckendes kon- 
jug-iertes Durchmeaserpaar [i8z]. 

4. Auf einer Sekante sind die 
Strecken zwischen Kurve und 

Asymptote einander gleich [188]. Es treffe die Sekante 
ab (Fig. 27) die Asymptoten in und d, so ist [aß =- bd] und 
[ad^bo]. Auch hier findet die Gleichheit unabhängig Von 
und S statt, aber zur Ausmessung müssen diese Größen an- 
gegeben werden. Dabei kann jeder beliebige Punkt von H Teil- 
ptinkt werden. Projiziert man die Punkte b, c, d etwa von a 
aus in die Terraintiefe von a, so erhalt man richtig ac' ^b'd', 
auch ad' = iV. Durch a kann ein Sehnenbüschel gelegt werden 
dessen Strahlen immer gleiche Strecken zwischen Kurve und 
Asymptoten abschneiden. Ein Stra.hl ist Tangente an a und 
gibt den Satz: 

5. „Der Berührungspunkt halbiert die zwischen den 
Asymptoten liegende Strecke" [188]. 

Es ist (Fig. 27) [o( = «5} und ausgemessen von a aus richtig, 
d'a = at'. Der zu XiXa konjugierte Durchmesser trifft den Punkt r 
des Horizontes, der von der Tangente qat getroffen wird und 
der der Pol von XtXa ist, auch mit a zu q und ( harmonisch liegt; 
daher muß, da t als Horizontpunkt unendlich weit ist, [aq »» at] 
sein, wie soeben gezeigt ist, Spezialfälle, z. B. wo tq parallel 
einer Asymptote ist und andere verdienen Beachtung. 

6. Wie alle Tangentenpaare, so werden auch die 
Asymptoten von den Tangenten projektivisch ge- 
schnitten. Es ist daher das von einer Tangente mit den 
Asymptoten gebildete Dreieck von konstantem Inhalt und 
zwar gleich dem Produkt der Hauptachsen [184] (Fig. 27). 
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Es ist [3JT£S, = konstant «= a^-ftj sin w ^=a.b], wenn a und * 
Hauptachsen sind und w der von den konjugfierten Halbmessern 
(t, und 6j eingeschlossene Winkel ist. Auch in der Büdfläche 
werden die Asymptotentang'enten projektivisch g-eachnitten, doch 
ist 7Xi nicht dem unendlich fernen Punkte entsprechend, wie bei 
der |i|ptrkH, sondern die den Asymptoten parallelen Tang-enten 
treffen auf den Asymptoten die den unendlich fernen entsprechenden 
q, und r in bekannter Weise. Aber es ist auch Fläche [XtXEE^^ 
qtXil], wo letzteres die beiden auf der Bildfläche unendlich großen 
Flächeng-ebiete darstellt. Auch für das durch die Mitteitang-ente 




Figur 27. 

an S g-ebildete Dreieck (Fig-. 27) g-ilt die Gleichung [JUeSj = 
a-ft-sin w]. Liegt seitwärts, so hänget der Wert von oi auch 
noch von der Distanz IJ ab. Erst wenn die Hauptachsen be- 
stimmt sind, ist auch der Inhalt der Dreiecke bestimmbar. Die 
Beziehung ist ohne Kenntnis der Distanz nicht ausmeßbar, 

„7. Das Produkt der Sekantensegmente von einer 
Asymptote bis zu den Kurvenpunkten ist gleich dem 
Quadrate des der Sekante parallelen Halbmessers" [i88]. 
In derselben Fig. 27 ist also [ca-cb := db-da = b^^]. Es wurde 
nämlich der Punkt B^ nach dem früher erläuterten Verfahren 
gefunden, indem man zu k die Polare iRA konstruierte, die den 
Fluchtpunkt i^ gab. Der Schnittpunkt ^ der Tangente kA^ 
mit der Asymptote gab mit k^ verbunden die konjugierte oder 
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Nebenaclise 211 -B^ = ij. Diese Strecke wurde voö a aus in die 
Tiefe von ItT = iTTß'j oder auch sogleich in die Tiefe von a = d'ß 
projiziert und hier erg-ab sich d'b'-d'a^c'a'd'a = c'a-c'b'. Die 
Ausmessung: in der Tiefe von a bestätigt das Gesetz, denn im 
Halbkreis über d'a ward in b' ein Lot errichtet, das den Halb- 
kreis in ß, trifft ; es muß d'ßj •= d'ß = tj sein. Die Strecke 1X1 B\ 
über a projiziert g^ibt richtig- die Strecke d'ß. 

Es ist bemerkenswert, daß alle diese Beziehungen sich schein- 
bar ohne Annahme von und JJ nachweisen lassen. Weil sie 
nämlich für jedes D in der g-anzen Ebene gelten, so kann auch 
jeder Punkt des Horizontes Teilpunkt sein. Wir wählten a als 
Projektionspunkt. Hiermit war aber die Distanz bestimmt, denn 
wenn a Teilpunkt für den Fluchtpunkt k sein soll, so ist die Distanz 
OD bestimmt und zwar = ka. Es kaiin B in jedem Punkte des 
Halbkreises mit dem Zentrum in k und Halbmesser ka an- 
genommen werden, so daß in der Strecke ka zu beiden Seiten 
von k wird liegen können. Wo aber auch 1) in diesem Kreise 
mit Halbmesser ka aiigenommea werde, die Ausmessung aller 
nach K flüchtenden Linien bleibt dieselbe, weil immer derselbe 
Punkt a Teilpunkt bleibt. 

Alle durcli einen Punkt a laufenden Sehnen bilden ein 
Büschel. Für jeden seiner Strahlen hat das Produkt einen 
andern Wert, entsprechend dem nach dem Fluchtpunkt ge- 
richteten Halbmesser. Je näher k za a heranrückt, um so grÖfäer 
wird der Halbmesser 6j, bis er in a selbst = oo wird. Rückt k 
weiter in die Strecke zwischen a und ö,, so ist der Halbmesser 
6j in den reellen Halbmesser a^ übergegangen. Wir unterlassen 
es, den Satz unter Nr. 6 auch für diesen Fall darzustellen ; man 
beachte nur, daß die Strecken jetzt über den Punkt oo der Bild- 
flache zu nehmen sind. Wir haben dazu Fig. 27 die Sehne afy 
gezogen. Es ist [fg-f<x> a -= a^% 

Zu dem Satz unter (Nr. 6) fügt sich der andere: „Das Pro- 
dukt der Sekantensegmente von einem Kurvenpunkte 
bis zu den Asymptoten ist gleich dem Quadrate des der 
Sekante parallelen Halbmessers" [188]. 

Da nämlich (Fig. 27) \dh = ac] und {/Ib-da = bW so ist auch 
[ac-da=^\^]. Hierzu bildet der Satz 5 wiederum einen Spezialfall: 

8. „Jeder reelle Durchmesser halbiert die dem kon- 
jugierten parallelen Sehnen, und auch die Sehnenstrecke 
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Denkt man sich beliebig^e 
o werden auf jedem Strahle die 




zwischen den Asymptoten" [ 
Strahlen eines Büschels in k (Fig-. 2 7 
getroffenen Periphe- 
riepunkte harmonisch 
sein zu k und dem 
Schnittpunkt desStrah- 
les mit TXlk^, womit der 
erste Teil des Satzes er- 
wiesen ist. Der zweite 
erhellt aus den harmo- 
nischen Strahlen in 7X1^ 
nach den Punkten fc,Ag, 
ß, ß, , Insbesondere hal- 
biert also eine Tan- 
g-ente die Strecke zwi- 
schen den Asymp- 
toten; da k unendlich 
weit liegt, muß [A^ E 
= A^E^] sein. 

9. Wenn zwei feste |fl|t(rll(l" 
fOnbit wie /, // mit veränder- 
lichen wie A, B, C, . . . . durch 
Gerade verbunden werden, 
so spannen diese Sehnen auf 

den Asymptoten gleiche 
Strecken [188]. Es ist (Fig. 28) 
[q Cj = i| ij = a, «s], was durch 
Ausmessung bestätigt wird. Da 
auch A und B als feste Punkte 
gedacht werden können, so Ist 
ebenso [a,tj ^^t^K] ^^^ [<*'i*'i "^^ 
H'gi'j]. Bezieht man als feste 
Punkte A und // auf Punkte ver- 
schiedener l^ftcbdimtist, etwa auf 
C und 7, so ist ebenso [(i,ooc„ = 
2100C3], was in irgend eine Tiefe 
auszumessen ist, F[g„j ^g, 

10, Eine zu einer Asymp- 
tote parallele Gerade schneidet die Kurve in einem 
Punkte, dessen Tangente die Asymptote im Pole jener 
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Geraden trifft. Die drei genannten Geraden bilden ein har- 
monisches Tripelseit. In Fig'. 29 ist aN ]| zu JH«, daher die 
Tangente NR mit Aa und Vita ein Tripelseit bildet. Dabei ist 
[ÄA'||mi2]und[A"Q = iVii]; Q ist harmonisch zuZH.*, «t, also, 
da «1 unendlich weit, [Qk=^km}. Da nun [QNk-^QHm] und 
[NQ^NJi], so ist [mR=2kN]. Um die Tangente an N f-v. 
erhalten, könnte man also Q harmonisch zu 211, k, a^ konstruieren 
und QN ziehen- Wenn man eine Strecke DT-ß abtrennt, 30 daß 
imR= zKN], so muß RQ Tang-ente an N sein. 



IV. Fokaleigensebaften der Kegelschnitte. 

Die Bestimmung" der Brennpunkte gelingt auf Grund der 
Eigenschaften der Durchschnittspunkte der Tangente und Nor- 
male in irgend einem Punkte der Kurve mit der Achse. Tan- 
genten sind unabhängig vom Augenpunkt 2f, dagegen kann die 
Normale nur nach Bestimmung von und 1) gezogen werden, 
da sie zur Tangente senkrecht steht und perspektivisch rechte 
Winkel von der Augenstellung abhängen. Nach Bestimmung 
des Brennpunktes kann die Parameterlinie und die Directrix 
gezeichnet werden. 

a) ltli\f\tn und üDfifrbrlit. 

Es möge das Hauptachsenpaar zu irgend einer Augenstellung 
bestimmt worden sein oder, was auf dasselbe herauskommt, es 
mag die Hauptachse a (Fig. 30a und 30b, Taf. I) gewählt sein; als- 
dann ist auch die Nebenachse bestimmt, da sie zu a konjugiert ist- 
Die Achse a flüchtet nach a. Durch Supplement arsehnen findet 
man in mehrfach erwähnter Weise den Fluchtpunkt ß des konju- 
gierten Durchmessers. VClß ist die Richtung der zweiten Haupt- 
achse. Ebenso einfach könnte man die Scheiteltangenten an «b 
und s'a ziehen, die sich in ß schneiden. Da a und ß rechtwinklige 
Fluchten bilden sollen, ist der niedergeklappte Augenpunkt auf 
den Halbkreis über aß beschränkt. Das gilt für alle Fälle, 
welches Paar konjugierter Durchmesser gewählt sein mag. Alle 
diese möglichen Kreise für D erfüllen die Ebene und wenn 
in die Mittellinie fällt, ist die Gerade OD der unendHch große 
Kreis, d. h. die Mittellinie selbst und die unendlich ferne Gerade. 
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Wir nehmen in Ve^i^ ^P> "i^iiP 'st «i>(? der Distanzbreis, die 
Teiipunkte ^a und 4,3 werden eingetragen. 

1, Die Exzentrijität der Ellipse und der Hyperbel ist definiert 

yä^ an J8 „ , ___ 

durch [e^=— — __,= -, wo }'rt'^6* = c gesetzt ist [193]. Dieses 

«heißt lineareExzeotrizität,auchFokaldistanz[2KFj=JTtFj]. 
Es können also die Brennpunkte durph Ausmessung" und geo- 
metrische Konstruktion g^efunden werden, Dazu wurden (Fig. 30a 
und 30b) die Achse a von ^a aus in die Tiefe von XU projiziert 
und ^ JTIa' gefunden; desgleichen die Achse i von Jß aus ~ 
TJlb'. Für die Slli|irt wurde in Fig. 30a im Halbkreis über HI«' 
von Xtl aus XfXb' abgeteilt, JTIi" = Jltt'; dadurch war a'b" = 
yä^— b^ gefunden. Es wurde nun JU/=a'6" in der JK -Tiefe 
eingetragen und von Ja. aus der Punkt / nach der Hauptachse 
projiziert, wodurch der Brennpunkt f\ gefunden war. Für die 
Idttbt! (Fig. 30b), wurde ebenso in der Tiefe von ZIT a' und b' 
abgetragen, und da beiläufig der Punkt a' außerhalb des Rahmens 

zu liegen kam, '/ü**' i^iit der halben Distanz — gefunden und so 

aus (7200"+ (Va*')*= (Va"')' erhalten. Der Punkt \f wurde 

über — auf die Achse projiziert; es ist also [JH/^, = alltVa/']- 

Trägt man XCif auch auf die andere Seite von 21X auf, oder 
projiziert man vom anderen Teilpunkt Ja aus auf den Horizont, 
so gibt die Projektion den anderen Brennpunkt F^, den man 
auch findet, wenn man F^ harmonisch zu F,, JTT, c nimmt, denn 
a ist unendlich weit und [/^jZlT = 2TIi^j]; erstere Strecke als 
F^^m aufgefaßt. 

2. Eine brauchbare Prüfung der Brennpunktkonstruktion 
gibt der Satz: Die Durchschnittspunkte der Tangente 
und Normale eines Punktes mit der großen Achse sind 
harmonisch zu den Brennpunkten [193] [Joi]. Da JTI in der 
Mitte zwischen den Brennpunkten liegt, so ist nach unserem Satze 
auch ['S(ln-lXlt~=-V(XF\ = e^. Hierbei ist bemerkenswert, daß 
die harmonische Beziehung von F^, F^, t und n auch im Bilde 
bestehen muß, hier aber ist nicht [<; = Jlti'', = 21^-Fj], sondern 
es ist wtF^^mF^ zu nehmen, wo nt die geometrische Mitte be- 
deutet. Es muß mF^-mF^=^nin'mt^=imF^i sein. Man über- 
trägt also (Fig- 30a) mn' auf die andere Seite von m, zeichnet 
den Halbkreis über n^t, errichtet ein Lot in m, so ist mf^ = 



Hosted by 



Google 



aS Fokal eigensc haften. 

mF^^mF^. In der Fig^, 30a wurde P beiläufig- so gewählt, 
daß die Tangente nach flüchtete; dann ist der Orthogfonal- 
fluchtpunkt -Boo und pn durfte g-eometriach normal gegen die 
Mittellinie gezogen werden. Zur Prüfung empfiehlt es sich, 
wieder TXln und 2Hi von Ja aus in die Tiefe von 2TI nach n' 
und t' zu projizieren, die mittlere Proportionale zu bilden, durch 
einen Halbkreis über n"t' und Lot 211/ auf der Mittellinie, und 
diese von beiden Seiten von ZIT zurück auf die Achse zu proji- 
zieren. Man erhäit jetzt VXF^ und VXF^ von Ja aus, links und 
rechts im Horizont, projiziert. In Fig. 30b wurde die Aus- 
messungsprüfung fortgelassen. 

3. Durchwandert P die Kurve, so beschreiben ( und 
n hyperbolische Punktensysteme auf der großen Achse 
mit der Potenz F^F^. Dieses gilt sowohl für die Fußebene 
als für das Bild, nur sind die Deutungen verschieden. Im Bilde 
entspricht m einem unendlich fernen Punkte t<x>, in der Fuß- 
ebene dagegen ITI dem unendlich fernen «. Im Bilde sind W. 
und a endlich, in der Fußebene sind m und (00 endlich; letzteres 
liegt in der Beschauerebene. Bemerkenswert ist der Berührungs- 
punkt Pj, dessen Tangente die Hauptachse im Punkte ioo auf 
der Bildfläche trifft, also geometrisch parallel der Hauptachse 
ist. Die Polare des unendlich fernen Punktes (00 oder Ä<x, 
steht senkrecht zur Hauptachse, fällt also mit P^C zusammen. 
Flüchtet die Hauptachse nach a, so flüchtet 1\ C nach ß, denn 
PjCist perspektivisch parallel der Parameterlinie, weil die Polare 
irgend eines Punktes der Hauptachse parallel der Nebenachse 
ist. Diese Beziehungen gelten für Fig. 30a und 30b, 

4. Die Strecke von einem Brennpunkt bis zur Kurve 
heißt Brennstrahl oder Fokalstrahl, auch Radius vector 
[194]. Die Sehne durch einen Brennpunkt heißt Fokalsehne. Ein 
zur Hauptachse senkrechter Fokalstrahl heißt linearer Para- 
meter; es ist [/^i<?i = -f,Qa=p] (Fig. 30a und 30b). Verbindet 
man F^ oder F^ mit ß, so hat man den linearen Parameter, der 
immer parallel der Nebenachse ist. 

5. Die Polare zu einem Brennpunkt heißt Directrix 
[194]. Schneidet diese die Hauptachse in da (Fig. 30a und 30b), so 
ist der Definition gemäß d^ harmonisch zu F^, s^, «'a! ebenso sind 
auf jedem Fokalstrahl die entsprechenden vier Punkte, wie u, 
Uj, F^ und dj harmonisch. Dieser Fokalstrahl wurde beiläufig 
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brachial angenommen, daher sein Pol auf der Mittellinie und 
zugleich auf der Directrix in 1^,^ liegen muß. Eine andere Tan- 
gente ist geometrisch parallel der Hauptachse ; die geometrische 
Normale geht also durch C, und da v der Orthogonalfluchtpunkt 
von T ist, so muß Pv auch den Punkt m treffen, die geometrische 
Mitte von ^\fg, weil »i und (oo einander konjugiert sind. 

6. Es steht uF^u^ nur geometrisch senkrecht gegen die 
MitteUinie, perspektivisch ist d„F^ nach flüchtend, senkrecht 
auf M^\MJ, denn hier gilt der wichtige Satz: „Die Polare irgend 
eines Punktes der Directrix geht durch den Brenn- 
punkt und jeder Fokalstrahl eines Directrlxpunktes 
steht senkrecht auf der Polare" [194]. Schneidet {Fig. 30a 
und 30b) die Polare von d,„ die Directrix in t/j, so sind rf™ und 
d^ einander konjugiert. Es bilden alle solche Paare auf der 
Directrix ein elliptisches Punkten system, dessen zugeordnete 
Paare wie d„, d^ mit t\ Tripel bilden. In F, entsteht ein ellip- 
tisches Strahlayatem, dessen konjugierte Paare mit der Directrix 
Tripelseiten bilden. Auch erzeugt dieses Strahlsystem im Hori- 
zont ein elliptisches Punktensystem. Der Mittelpunkt des ellip- 
tischen Punktensystems der Directrix hegt in der Fußebene in da- 

7. Mehrere Punktenpaare auf der Directrix sind beachtens- 
wert. Dem Punkte da entspricht, wie wir sahen, der Flucht- 
punkt ß. Liegt dn auf der Mittellinie, so ist dessen Polare mmj 
brachial, und da sie nach Boo flüchtet, muß d^F nach flüchten, 
und man kann mit F^ verbinden, um dm, den Schnittpunkt 
der Directrix mit der Mittellinie, zu haben. 

8. Der Mittelpunkt des elliptischen Punkten Systems auf der 
Directrix im Bilde entspricht dem unendlich fernen Punkte doa, 
dessen Polare geometrisch senkrecht zur Directrix stehen und d^ 
treffen muß; doa und d^ sind einander konjugiert. Der Fokalstrahl 
d^F^ ist als Polare von doa geometrisch senkrecht zur Directrix 
und als Polare eines unendlich fernen Punktes der Bildfläche muß 
er durch C gehen, das Zentrum von K. Er wird ferner einen 
Fluchtpunkt g treffen, dessen Orthogonalfluchtpunkt jt vom Strahl 
dooi^i getroffen werden muß. Der Winkel qF^^ ist also geo- 
metrisch und perspektivisch ein Rechter, ein Kreis kann 
durch Q, I}, it und /j gezogen werden, was eine für die Zeich- 
nung brauchbare Prüfung abgibt. Schlägt man einen Halbkreis 
über dem Halbmesser F^ß der Parameterlinie, so schneidet er 
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die Directrix in d^, denn F^d^ß ist ein Rechter. Zugleich liegt 
aber d^ auf der Linie CF^ und im Halbkreise über Cß. Also 
kann die Zeichnung der Directrix hiernach geprüft werden, so- 
bald F bestimmt worden ist. 

g. Irgend ein Fokalstrahl FP oder r steht zur senkrechten 
Entfernung 3 des Punktes P von der Directrix in einem festen Ver- 
hältnis, gleich der Exzentrizität e [197]. Es ist L^ = e = — , wo 

[c^^u-^b"]. Also ist [r.a = c-Ö] und speziell für die gBipfe 

rr Fsf Fs,, 
(Fig. 30a), da VClHd^da ein Parallelogramm \-r = — r- =^ ^yr",- = 
La s^d^ ZTEöa 

™--j- = — , also [ITTiifl'C = ((*], was durch Ausmessung darzutun 

ist oder sofort geometrisch, weil mF^-mda = (msa)^ sein muß. Diese 
Gleichung [1Xlda-o^^ a^] gilt auch für die |jg]trrbel, da in beiden 
Figuren F^ und d^ harmonisch zu s^ und »'„ sind; also ist 
[mF.2nrf„ = aäJ oder [md^.o^a^]. 

10. Läßt man D den Halbkreis über aß durchwandern, so 
bleiben, wie erwähnt, die Hauptachsen unverändert. Die tSüifft 
(Fig. 30a) ändert aber das Ächsenverhältnis ; e und "jt werden 
kleiner, wenn D sich der Mittellinie nähert. In Z*, findet der 
Übergang statt; die Achsen sind einander gleich und K Ist $teis 
geworden. Hieraus erkennt man, daß bei der Wanderung von 
1> die Brennpunkte sich ändern und dem Punkte 2Tt nähern, 
bis sie, wenn D^ Distanzpunkt geworden ist, mit Xtl zusammen- 
fallen und bei weiterer Wanderung von D im Halbkreise über 
aß in die i-Achse übergehen, die alsdann Hauptachse geworden 
ist. Bei der glpctlltl (Fig. 30b) muß D beim Fortrücken nach 
hnks den Halbkreis über AÄ^ schneiden ; in dieser Augenstellung 
stellt K eine gleichseitige |||}]i(rtrcl dar, die bei weiterem Fort- 
rücken von D in eine stumpfwinklige übergeht. 

11. Nimmt man die Stathme in der Mittellinie an, so wird 
die Zeichnung der Brennpunkte nur wenig vereinfacht. Die 
Distanz sei zunächst größer als für K als $xni oder glcidirtitiBt 
g^^Etlrel, so daß K eine orthogonal gestreckte CUijft darstellt {Fig. 3 la, 
Taf. 11) und die g|f|tcrtttt {3<b) eine spitzwinklige ist. 7?^ und D^ 
sind die Hauptteilpunkte der Hauptachse. Man projiziert A nach 
a', errichtet einen Halbkreis über Xfla', trägt a'b" = XflB von a' 
aus ab, so ist 3Ti6" = Xfif; und /' gibt von Z*j aus projiziert. 
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den Brennpunkt l'\ und D^ über /'' gibt t\, den anderen Brenn- 
punkt. Dieselben Bestünmung-en sind in Fig". 30a ausgeführt. 
Hat man einen Brennpunkt, so kann der andere auch anders 
g-efunden werden. So wurde in Fig-. 31a und 31b eine brachiale 
Linie durch F^ gezogen; die g-etroffenen Peripheriepunkte Q und 
Qj^ wurden mit verbunden; dann sind die Parameterendpunkte 
für F^ g'efunden; ihre Verbindungsgerade muß durch F^ gehen. 
Die Hälfte von F, !-\ gibt m. "Wählt man einen Punkt P, dessen 
Tangente nach U^ flüchtet (Fig. 31a), so geht die Normale durch 
P nach i>3, dem Orthogonalfluchtpunkt von L>^ und schneidet 
die Achse im Punkte 11. Beiläufig bemerke man, daß PC geo- 
metrisch senkrecht steht zu PD, und nicht durch IJ^ streicht, 
aber Pn ist perspektivisch senkrecht zu /"i*, und läuft nach D.^. 
Nun sind n und t harmonisch zu F^ und F^, also muß mn-mt =^ 
mF\ sein und linn-mt = mF^^^mF^^] ^ c\ was durch Aus- 
messung den Punkt F^ als Brennpunkt bestätigt. Zum Punkt 
(00 auf der Achse ist m konjugiert. Die Tangente nach fco steht 
senkrecht auf P, 6', berührt in Pj und flüchtet nach r, dessen 
Ortliogonalfluchtpunkt v ist und von P^m getroffen werden muß. 
Die Normale in Pj trifft also die Achse in >«. Der Pol der 
Parameterlinie gibt da und die brachiale Gerade durch da ist die 
Directrix, Der früher in Fig. 30 a und 30 b mit d^ bezeichnete 
Punkt fällt hier in Fig. 31a und 31b mit da zusammen, und der 
dort rfj genannte Punkt der Directrix fällt hier mit dca ^ 
Boo^^ß zusammen. In Fig. 32 ist eine brachial gestreckte 
Ellipse gezeichnet. Der Punkt P ist wieder so gewählt, daß 
seine Tangente nach .Og flüchtet, die Normale also nach iJj. So 
erhält man ( und n auf der Hauptachse. Überträgt man n nach 
w' auf die andere Seite von TCi, errichtet über n't einen Halb- 
kreis, so schneidet dieser die Mittellinie in einem Punkte /"', und 
Xdf' = JHP, = TXtF^ gibt beide Brennpunkte. Eine Prüfung ge- 
winnt man wieder durch Projektion von B auf die brachiale 
Hauptachse; man errichte den Halbkreis über "SCiÄ^ trage W.h' 
von A aus = Ab" auf dem Halbkreise ab, so erhält man /'' und 
TClf" = c := \a^ — i'^ als Radius ^ 2HP, ergibt beide Brennpunkte. 
12. Die Directrix findet man geometrisch und perspektivisch 
durch Zn^ä = mPi-HIdo. Man mache Uda' = mA, schlage 
einen Kreis durch a' und F^ mit dem Mittelpunkt auf der Haupt- 
achse. Dieser Halbkreis schneidet die Hauptachse im gesuchten 
Punkte d„, der mit verbunden die Directrix ergibt. {Diese 
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Konstruktion wurde in der Figur nicht ausg^eführt) Die Ver- 
bindung von Fj und F^ mit gibt die Parameterlinien. 
Bemerkenswert ist noch der Fokalstrahi dooF; er flüchtet nach 7t, 
dessen Orthogonalfluchtpuiikt p ist. Die Polare von d^ aber 
steht perspektivisch und geometrisch senkrecht zum Fokal- 
strahl, weil doo in der Bildfläche unendlich fern, also die Polare 
durch C und durch F^ geht und v treffen muß. Mithin ist nF^ 
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geometrisch und perspektivisch ein Rechter, also g-eht ein 
Kreis durch jt, F, q und D, was die Zeichnung dartut. 

13. Wenn in einem Fokalstrahle die Fokalsehnen s und «^ 

oder 



+ f-; 



heißen und j5 der Parameter ist, so ist [198] - 

- ^' = ^, mithin gilt für die Hauptachse [(a -|- c) (a — c) = a* — c* = 

a-ji ^^ fr^] und \p = — - In Fig. 31a und 31b wurde auch nach 
dieser Beziehung p konstruiert, oder umgekehrt : es wurde p in die 
Tiefe von 21T übertragen = Xdp'; der Halbkreis über p'«' schneidet 
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die Hauptachse in b" und es erweist sicli !nÄ" = 3Ttß^&. 
Hieraus erg-ibt sich eine neue und wohl die einfachste Methode 
der Brennpunktbestimmung. Gesetzt, er sei noch nicht ge- 
funden, so wird die Hauptachse nach a' projiziert, der Kreis um 
ZH-ß geschlagen und t" gefunden. Ein Lot auf .ß^" gibt p' und 
von aus projiziert einen Schnittpunkt Q mit der Peripherie. 
Ein Lot auf die Achse ist die Parameterlinie und trifft die Achse 
im Brennpunkt t\. Viel interessanter ist diese Methode bei 
beliebigem Augenpunkt anzuwenden, daher sie auch in Fig. 30 a 

und 30b ausgeführt wurde. Man erhielt aus -jy, — den aus- 
gemessenen Achsenlängen in der Tiefe JTt, — die Strecke IXlf' auf 
der Mittellinie ; dann wurde JTtj»' von Jß aus auf die /V-Achse pro- 
jiziert, so daß [JTiy = VCip'] war; endlich p" von a aus projiziert 
nach Qs ^^^ Q^ß R^b Q^ und Q^^Q^ gibt den Brennpunkt .f,. Es 
ist nämlich Xfip" Q^ h\ ein [Parallel ogranim], also [JTIp" = i'\Qi = 
^jQi]. Auch in Fig. 32 ist die Methode bequem zu gebrauchen. 

14. Sind wiederum s und 8, Fokalsehnen eines Strahles, und 
r der dem Strahl parallele Halbmesser, so ist [(«-]-,')• 2a = 4r^ 
oder S^^-A =d'^, wenn S^ die Fokalsehne, d' der ihr parallele 
Durchmesser und A der große Achsendurclimesser ist; also: 

„jedeFokalsehne, mit der Hauptachse 3a multipliziert, 
ist gleich dem Quadrate des ihr parallelen Durchmessers." 
[198], ein Satz, der durch Ausmessung an jeder der Fig. 30 — 32 
zu bestätigen ist. 

„Zwei Fokalsehnen Sund Sj, die konjugierten Durch- 
messern d und dj parallel sind, haben eine konstante 
Summe" [198], denn nach dem vorigen Satze 13 ist iS,-.^ = d,* 
und S-Ä = <(-, also 

Aber d*-j-(?,* = ^'^-j- C (nach Satz 3 Seite 39), also 



und S -^ S, ■= .^ -[- /", wo P =^ 2p gesetzt ist, 
was aus jeder Figur in der Tiefe von 2Ti erhellt. 

„Stehen zwei Fokalsehnen S und S, zueinander senk- 
recht, so ist die Summe ihrer Reciproken beständig" [198], 

1,1, 1,1 A-^P A^4-B^ 

;g + ^, = konstant = -+ ^ = -^ = ^^^. 
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15. Die Summe oder Differenz zweier von den Brenn- 
punkten ausg-ehenden Breonstrahlen j\ und r^ ist be- 
ständig", gleich der Hauptachse [199] [200]; die bekannte 
Fadenkonstruktion der Ellipse 

K ±r^= 2a]. 
Es ist zu empfehlen, die Größen In die Tiefe von F^ zu proji- 
zieren. Dazu wurde j\ {Fiff- 31a) vom Teil ungsp unkt Jq^ aus 
nach r"j projiziert und )■„ vom Teilungspunkt Jq^ erst nach r^^; 
dann wurde ^'j^'^ nach P,''-"^ übertragen; endlich wurde JTta' 
von aus nach a" projiziert. Es fand sich a" im Halbierungs- 
punkt von )'"j und r"^, also r'\ -\- r"„ ^^ 2a und [r^ H" "'s ^ 2a], 
— Die Ausmessung in Fig. 30 b ist ganz dem Vorigen entsprechend, 
Sie wurde in der Figur weder für diesen Satz, noch für die har- 
monischen Punkte«, (, Fj, F^ ausgeführt. Die Konstruktion für 
Fig. 30a und 30b ist kaum umständlicher. Ist ein Brennpunkt 
bekannt, so könnte der andere auch nach diesem Satze gefunden 
werden. 

Das Rechteck aus zwei von den Brennpunkten 
nach einem Peripheriepunkte gehenden Brenn- 
strahlen «■j-'-g ist gleich dem Quadrate des dem 
Halbmesser mU^ konjugierten Halbmessers mU^ 
[199]. In Fig. 31a ist der zu lYiU^ konjugierte Durchmesser X\lü^ 
verzeichnet; er flüchtet nach k^, dessen Teilpunkt Jk^ ist. Es soll 
nun [F^Ü,.F^U^ = r^.r^^nXfJ^^] sein. Wir hatten schon die 
beiden ersten Größen in die Tiefe von F^ projiziert. Nun gibt 
Iirfg, von Jk^ aus, Xflu' In der Tiefe von ITT und weiter von aus 
Fju", das einfach geometrisch als F^u'" ^=iFj^\-F^v"^ sich er- 
weist. Dieselbe Ausmessung von ^^-\-t^ und von r^-f^ kann an 
der Sqptthtl (Fig. 31b) ausgeführt werden; nur ist zu beachten, 
daß FjC^, im Sinne von i/j + ooF^ zu nehmen ist, denn die Bild- 
strecke F^U^ ist unendlich groß. Auch werden alle Größen in 
die Tiefe von TXl projiziert. 

16. Tangente und Normale In einem Punkte P 
halbieren den Brennstrahlwinkel bei P [201], denn die 
Durchschnitte n und t mit der Hauptachse sind harmonisch zu 
F, und F^ und erzeugen mit diesen zusammen vier harmonische 
Strahlen in P, und da Pn und Pt auf einander senkrecht stehen, 
halbieren sie das andere zugeordnete Strahlenpaar r^ und r^. Zu 
beachten ist, daß Pn und Pt in Fig. 33a und 33b, Taf.II, aufeinander 
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nur perspektivisch senkrecht stehen, also die Halbierung nur 
perspektivisch darzutun ist. In diesen Floren wurde VXA beliebigf 
gewählt, ins bestimmt, womit auch und D gegeben waren, 
sofern sie im Halbkreise über aß anzusetzen waren. Dann 
wurde XXiA und VIXB In die Tiefe von XfX nach a' und b' proji- 
ziert, geometrisch aus ji' = b'^ja' die Strecke von p ^ Ttlf ge- 
funden und von Jß aus = VXf" auf die .B-Achse projiziert. Jetzt 
konnte die Strecke des Parameters sofort von a aus in beide 
Parameterperipheriepunkte projiziert werden, denn es ist [HIß \\ 
Fiß]- Für einen beliebigen Punkt P, mit den nach gj und q^ 
flüchtenden Brennstrahlen r^ und r^ wurde die Tangente und 
perspektivisch die Normale gezeichnet. Sie flüchten nach dem 
Orthogonalfluchtpunktenpaare t und v, die in D die Gleichheit 
der Winkel ergeben: (// = Tl'pj = ri'gj und y = p^i?v = rZ'^j,*) 
also auch [F^Ft ^^ iFF^] und lF^Fn^^=n,FF^], wobei zweimal 
die Ergänzungswinkel zu nehmen sind. 

17. Jede Normale schneidet die Hauptachse in 
einem Punkte, dessen Entfernung von den Brenn- 
punkten im Verhältnis der Brennstrahlen steht 
Es ist Fig. 33a und 33b [•'^i", : -^V'] ^ ''i = ''2] [2°°]- was aus 
[fjFnj^ F^Fn^] folgt und durch Ausmessung in eine beliebige 
Tiefe zu prüfen ist. 

18. Eine Normale Ph, schneidet immer auch die andere 
Achse. In Fig. 33 a und 33 b schneidet die Normale die große 
Achse im Punkte n^ und die Nebenachse in 11^. Die Pro- 
jektionen der Normalstrecken auf die Brenn- 
strahlen sind einander gleich, und zwar ist die 
Projektion der Strecke bis zur Hauptachse gleich 
dem Parameter und die Strecke bis zur Neben- 
acbse gleich der großen Halbachse [201]. Um Pro- 
jektionen auf die Brennstrahlen auszuführen, wurden (Fig. 33 a) die 
Orthogonalfluchtpunkte 1 und 2 der Fluchtpunkte q^ und ^^ ver- 
zeichnet. Dann wurde 1 mit n^ und n^ verbunden und gab die 
Projektionen Fm^ und Fm^ auf dem Brennstrahle r^. Ebenso 
gab der Fluchtpunkt 2 mit n^ und »i^ verbunden die Punkte 
m^ und m^. Es soll \_Fm, = Pm^] und [Fm^ = PmJ sein. Zur 
Ausmessung wurden die Teüpunkte von g^ und g^ verzeichnet 

^) In Fig. 33b sind 1// und p richtig verzeichnet; dementsprechend muß in 
Fig- 33 a das obere f in den Winkel vD^i versetzt werden. 
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und von diesen, J^^ und Jq^ aus, die Punkte Ij, l^, l^ und l^ 
g-efunden. Zur Bestätig-ung- des Satzes findet man jetzt Fl^ = 
P/j und i\=^Fl^. Es eriibrig-t noch zu bestätigen, daß Pl^ = 
-iP/j = j> und Plg = Pl^ = a sei. IMan projiziere von Jß aus den 
Parameter F^Q = t\q in die Tiefe von F^ und projiziere von ^^ 
aus A^j5 in die Tiefe von F, wo er gleich Fl, sich erweist. Wir 
hatten ferner \V({A = XiXa'] ; von i/g, au.s wird IHa' beiderseits 
projiziert und man erhält wieder l^ und l^, was zu zeigen war. 
In Fig. 33 b schneidet die Normale in P die Achsen in n^ und v^. 
Die Projektionen auf die Brennstrahien finden wir auf folgende 
Weise: Der Brennstrahl r^ flüchtet nach ßj, dessen Orthogonal- 
fluchtpunkt ist und Oj(j trifft den Brennstrahi in m^. Anderer- 
seits flüchtet Tjj nach p^, dessen Orthogonalfluchtpunkt v^ ist; 
also gibt Cj über n, den Projektionspunkt m^. Es soll [/'»tj = 
Pm^ •= Q,Fj] sein. Pwi^, nach q^ flüchtend, kann sofort von J^^ 
aus auf j-j projiziert werden. Man findet denselben Punkt m^. 
Endlich gibt Q^, von Jß aus projiziert, m^ und es erweist sich 
F,m^=P^Fm^. 

19. Das Rechteck aus den Brennstrahlabständen 
von einer Tangente ist gleich dem Quadrat der 
halben Nebenachse [202]. Es falle zur Abwechslung in Fig. 34a 
und 34b, Taf. in, die Achse wieder mit der Mittellinie zusammen; 
die Scheitel heißen A und B. In mehrfach beschriebener Weise 
wurde XXlp' aus b^ja' bestimmt. Die Durchschnitte von Op' mit 
der Peripherie von K gaben die Parameterendpunkte Q^ und Q, 
und zwei brachiale Linien gaben die Brennpunkte F^ und F^. 
Die Tangente an ß ist parallel der Hauptachse. Auf ihr senk- 
recht stehen die brachialen Entfernungen -f, w, und ^2^3 und 
es ist [^'i"i ^ Ps"2 ^= ^]i so daß für diesen besonderen Fall der 
Satz augenscheinHch ist. Für einen beliebigen Punkt P^, dessen 
Tangente nach t flüchtet, wurde der Or thogonal flu chtp unkt v 
verzeichnet und v mit beiden Brennpunkten verbunden. Die senk- 
rechten Abstände sind F^iig und F^n^; es soll [F^ii^^ F^n^^b'] 
sein. Zur Ausmessung wurde der Teilpunkt Jv verzeichnet, von 
ihm aus F^ti^ nach F^^lg projiziert und F^>l^ nach F^l^, dann wurde 
FJ^ in die Tiefe von F^ übertragen = i^j/^; es soll ^i^a*-^i^B = 
6' sein. 6 = jnß ist in der Tiefe von F^ ^ F^n^. Macht man 
l'a^ijt und errichtet den Halbkreis über l'^l^, so schneidet er die 
Achse in einem Punkte, dessen Entfernung" von /■', = S ^ i^^n, 
ist. Die Scheiteltangente liefert noch sofort [F^ A ■ F^ A =^ b^] 
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oder {a-\-c) {a — c)'=b\ Da die Ausmessung in Fig". 34b mit 
dem Teilpunkte ^^ g'anz dieselbe ist, wurde sie nicht eingetragen. 

20. Fällt man Lote von den Brennpunkten auf 
die Tang'enten, so liegen die auf den Tangenten 
getroffenen Punkte sämtlich auf dem Scheitel- 
kreise der großen Hauptachse [203]. Dieser Satz führt 
zu einer Tangentenkonstruktion, sobald a und ein Brennpunkt 
gegeben ist.^) Perspektivisch werden, wenn K vorliegt, Scheitel- 
kreispunkte erhalten. So liegen in Fig. 34a und 34b n, und ri^ 
im Scheitelkreise, also in der Ellipse ßo- Aus dem Satze folgt 
auch: Bewegt sich ein Rechteckschenkel um F^, 
während sein Scheitel im Scheitelkreise fortläuft, 
so beschreibt der andere Schenkel alle Tangenten 
des Kegelschnittes, der f, zum Brennpunkt hat. 
Für perspektivisches Zeichnen läßt sich der Satz umkehren: 
Läßt man einen Punkt P den I^reis K durchwandern 
und verzeichnet zu jedem Fluchtpunkt der Tan- 
gente den Orthogonalfluchtpunkt, so schneiden die 
von Ef nach diesen Punkten gerichteten Strahlen 
in Punkten des Scheitelkreises oder der Ellipse E^. 
Zur Zeichnung der innerhalb Ä" liegenden Scheitelkreise, der 
orthogonal gestreckten E^ oder der brachial gesreckten E^ ist 
der Satz unmittelbar in dieser Fassung zu verwerten (siehe 
Fig. i6 und 17). 

21. Schneiden sich irgend zwei Tangenten in 
einem Punkte, so hälftet eine durch diesen Punkt 
gehende Gerade den Winkel, den die beiden Tan- 
genten bilden, wie auch den Winkel, den die durch 
den Punkt hindurchgehenden Brennstrahlen bilden 
[202]. In Fig. 34a wurden, um die Figur einfacher zu gestalten, 
die an den Scheitelpunkten berührenden Tangenten gewählt, die 
sich in V schneiden. Die Gerade, die den Winkel A VO hälftet, 
flüchtet also nach .Dg. Nnn ist auch[F^Vo=^ f\Vv]. Fu nämlich 
fluchtet nach -D^, VF^ nach v', VF^ nach v" und es erweist sich, 
daß v'DD^ = ^ ^ v"DD^ ist. Der Nachweis in Fig. 34 b ist ganz 
derselbe. 

32. Der zu einem Brennstrahl PF^ parallele Durch- 
messser schneidet die Tangente an P in einem Punkte h 

') Siehe Fig. 203 der Elemente geom. persp. Zeichceos. 
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in einer Entfernung von ZTt gleich der Halbachse [203]. 
In Fig-. 34a wurde PF^ g-ezogfen. Diese Gerade flüchtet nach ft. 
Die Gerade XClit schneidet die Tangente in h; es soll also [lltA = 
21X^1] sein. VClh von Jit aus und TCIA von TJ^ aus projiziert in die 
Tiefe von ZIT geben dieselbe Strecke 2Ua'. In Fig. 33b, Taf. II, ist 
die Ausmessung besonders einfach und bemerkenswert. Der zu 
PF^ parallele Durchmesser ist brachial und schneidet die Tan- 
gente in h und derselbe Punkt wird erhalten durch Projektion 
von A über den Teilpunkt Ja. 

23. Die zu einem Brennpunkt F in Bezug auf 
alle Tangenten symmetrisch liegenden Punkte 
Q.... liegen auf einem mit dem Halbmesser 2a um 
den anderen Brennpunkt beschriebenen Kreise [203]. 
Dieser Satz dürfte sehr geeignet sein, als Übungsaufgabe be- 
handelt zu werden. Perspektivisch gewährt die Zeichnung kein 
besonderes Interesse. 

24. Ein Durchmesser durch irgend einen Punkt 
P schneidet den zur Tangente an F senkrechten 
Fokalstrahl in einem Punkte der Directrix [203]. 
Dieser schöne und fruchtbare Satz ist auf Fig. 35 a und 35 b, 
Taf.UI, dargestellt. Die Achse a wurde beliebig angenommen; mit 
Hilfe der Supplementarsehnen der Mittellinie wurde ß gefunden 
und in ^j^aß angenommen, also 0D^0a = 0ß. — Zur Auf- 
suchung des Brennpunktes wurden a und h von Ja und Jß aus 
in die Tiefe von JTt projiziert, dann wurde geometrisch p aus 

— und auch c aus /tt'* — i'^ gewonnen. Es fand sich p =^ IXip' 

das von Jß aus auf die kleine Achse projiziert wurde: [JR//^ 
211^"]. Jetzt konnte von a aus IXlp" auf die Parameterperipherie- 
punkte Pj und PJ projiziert werden, die mit ß verbunden, die 
beiden Brennpunkte F^ und F^ auf der Hauptachse ergaben. 
Andererseits wurde e^Vdf = iäJ^—b''^ geometrisch gewonnen 
und von Ja aus auf die Hauptachse projiziert: \)XlF^ ^=W.F^ = 
Jlt/' = c]. Es fand sich dasselbe F^ wie zuvor durch Aufsuchung, 
der Parameter länge p. Jetzt erst konnte an die Darstellung des 
Lehrsatzes geschritten werden. Es wurde an den beliebig ge- 
wählten Punkt Pj (Fig. 35 a, Taf. III) die nach t^ flüchtende 
Tangente genogea. Ihr Orthogonalfluchtpunkt ist v^, also F^v^ der 
auf der Tangente senkrechte Brennstrali]. Dieser schneidet den 
Durchmesser ZTJPj in d, auf der Directrix. In Fig. 35b wurde 
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als P, der uuendlich ferne Berühningspiiakt der Asymptote ge- 
wählt. Der normale Fokalstrahl ist F^w^ und er schneidet den 
Durchmesser V[ll\ in d^ auf der Directrix. Daraus ergibt 
sich der Spezialfall: „Der zur Asymptote senkrechte 
Fokalstrahl schneidet die Asymptote in der Direc- 
trix" [205]. Hierzu gehört noch der wichtige Satz: „Die 
senkrechten Abstände der Brennpunkte von den 
Asymptoten sind gleich der halben Nebenachse" 
[205], also [-f (^1 = ITT ß], was durch Ausmessung bestätigt wird, da 
Xttdj und Fjb' sich im Horizont schneiden (letztere Linie in der 
Figur fortgelassen). Aus diesem Satze folgt speziell, da [21T/'i = c] 
und [F^d^ = J], [md^ = }'^^^^b'-l also [mA = il!d,]. Die Aus- 
messung von VXd^ von J/\ aus gibt sofort in der Tiefe von VX 
die zu erweisende Gleichheit. Man kann also durch Ausmessung 
die Directrix durch folgende Konstruktion finden: Zum unendlich 
fernen Punkte i^, nimmt man den Orthogonalfluchtpunkt w^, 
sodann schneidet die Gerade F^w^ die Asymptote im Punkte d^ 
der Directrix. 

35. Die Spezialfälle sind bemerkenswert: Es wurde Pg in 
Fig. 35 a und 35 b, Taf. III, so gewählt, daß der Fluchtpunkt auf 
fiel, also war der Orthogonalfluchtpunkt Bao und F^Bao ist brachial 
und trifft die Directrix in d,,, wohin auch 'üdP^ gerichtet ist, 
w. z. z. w. Es wurde ferner P^ so gewählt, daß die Tangente 
Tg geometrisch senkrecht zum Horizont nach Tg flüchtete, was 
beiläufig auf beiden Seiten von K stattfinden kann. Der Ortho- 
gonalfluchtpunkt Vj ist in Fig. 35 a nicht zugänglich, aber ZRPj 
trifft die Directrix in d^, also flüchtet der Fokalstrahl Fdj^ nach v^ 
Dann wurde P^ in beiden Figuren 35a und 35b in der Mittel- 
linie angenommen. Die Tangente 1\ flüchtet nach Boa, dessen 
Orthogonalfluchtpunkt ist, also ist der zur Tangente an P^ 
senkrechte Fokalstrah! F^ 0. Der Durchmesser aber ist die 
Mittellinie selbst. Beide Gerade, F^O und die Mittellinie lUPi 
schneiden sich in d„ auf der Directrix. Dabei gewinnen wir 
für Ellipse und Hyperbel folgenden neuen Lehrsatz; aber nur 
für die perspektivische Zeichnung: „Der nach dem Haupt- 
punkt des Bildes gerichtete Fokalstrahl schneidet 
die Mittellinie auf der Directrix." Sobald /'gefunden, 
reicht das Ziehen der Geraden FO hin, die Directrix 
zu finden. Für das praktische Zeichnen ist zu beachten, daß 
der Punkt d„ um so unsicherer zu treff'en ist, je näher der 
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Mittellinie liegt, bis zuletzt, wenn' in diese hineinfällt, Oj\ und 
die Mittellinie zusammenfallen. Es wird ein Zeichnung^shilfsmittel 
nur für schiefliegende Hauptachsen im vorstehenden 
Lehrsatz g-ewonnen. Die Tang'ente am anderen Peripheriepunkt 
der Mittellinie gibt dasselbe Resultat wie die an I\; man ver- 
binde (Fig-. 35a und 35b) mit F^, so wird die Hauptachse in 
einem Punkte d'„ der anderen Directris. geschnitten. Endlich ist 
noch ein Spezialfall besonders beachtenswert. Es muß einen 
Fokalstrahl geben, der geometrisch senkrecht zur Directrix 
steht; er trifft die Directrix in il^ und muß durch das Zentrum 
C von K hindurchstreichen, denn die Polare von d^ muß geo- 
metrisch parallel der Directrix sein, sie also in dao treffen — 
oder anders, die Polare von </oo muß durch C und durch f\ 
hindurch und muß rf^ treffen. Der zugehörige Durchmesser ist 
ITtdy. Er trifft die Peripherie in 1\ und die Tangente an P^ 
flüchtet nach r,,, dem Pol von IIT-P,,. Der Orthogonalöuchtpunkt 
von Ty ist v^. wohin der Fokalstrah! Fjif^ flüchtet; und t„I)v^ 
erweist sich als ein Rechter, so daß Tg /■', i/oo perspektivisch und 
geometrisch senkrecht steht auf d^f, CV^. Es iiegt mithin rf^ 
in beiden Figuren 35a und 35b, Taf. Ifl, in der Peripherie des 
Halbkreises über Cß und auch in der Peripherie des Halbkreises 
über F^ß (nur in Fig. 35 a ausgeführt). Hat man Fj bestimmt, 
so kann ein jeder dieser beiden Kreise zur Bestimmung des 
Punktes d„ und mithin zur Bestimmung der Directrix d^ß be- 
nutzt werden. Ferner sei d, erwähnt auf der Hauptachse; Fokal- 
strahl VXF^ und Durchmesser XiXA fallen zusammen und flüchten 
nach e, dem Orthogonalfluchtpunkt der Scheiteltangenten J,(iund 
A^ß. Es kann da nur aus der harmonischen Beziehung gefunden 
werden, da d^ zu F^, ,4, und A^ harmonisch ist; also, wenn m 
die geometrische Mitte der Hauptachse ist, muß mA*^=mA\'= 
mF^.md^sem,ViähTend[mA^==mA\=.mFj-md„]}st. Übrigens 
bemerke man noch, daß da der Pol der Parameterlinie ist, im 
Bilde und in der Fußebene. 

26. Zu der gqpttbtlfigBr 35 b, Taf. III, ist noch zu bemerken, daß 
es reelle Durchmesser durch Berührungspunkte nur im Spielraum 
rf, bis d^ der Directrix geben kann. Nun hindert aber nichts, 
Punkte der Directrix jenseits dieser Grenzen anzunehmen und 
die auf irgend einen Punkt, z. B. dj bezogenen Geraden, Fokal- 
strahl F^di und Durchmesser XXldi zu ziehen. Der Fokalstrahl 
hat den Fluchtpunkt v;; dessen Orthogonalfluchtpunkt ist t,-, 
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innerhalb der Kurve. Die gesuchte Tang-ente muß den Flucht- 
punkt T{ haben, sie ist also immaginär, aber der durch den 
immaginären Beriihrung-spunkt gehende Durchmesser 
Xfldi kann gezeichnet werden. Die Punkte ti und vi gehören 
zum elliptischen Punkten System des Horizontes mit der Potenz OB. 

ly. Läßt man dj wandern, so kommt er zuletzt nach ß; dann 
ist der Fokalstrahl F^ß senkrecht auf der Tangente, die nach a 
flüchten mußte, und richtig sind das die einander konjugierten 
Hauptpunkte des elliptischen Punktensystems. Rückt der Durch- 
schnittspunkt noch weiter (Fig. 35b), so erreicht er 4, wo Vlld^ 
brachial ist. Der Fokaistrahl schneidet jetzt den Horizont in 
n und das ist der dem Horizontpunkt t^ der Mittellinie ent- 
sprechende Punkt. Wir erhalten nun ganz allgemein folgenden 
Satz zur Konstruktion der Directrix: „Das der Potenz der 
Augeiidistanz OD entsprechende elliptische Punkten- 
system des Horizontes gibt Punktenpaare, diewechsel- 
seitig mit einem Brennpunkt und dem Mittelpunkt ver- 
bunden, sich auf derDirectrix schneiden." Oder: „Flüchtet 
ein nach einem Punkte d der Directrix gerichteter 
Durchmesser nach einem Punkte t des Horizontes, so 
flüchtet der nach demselben Punkte d der Directrix 
gerichtete Fokalstrahl nach dem konjugierten Punkte 
von T im elliptischen Punktensystem der Augendistanz." 

Daß jeder Durchmesser mit dem entsprechenden Fokalstrahl 
durch einen Brennpunkt dasselbe ergibt, wie derselbe Durch- 
messer mit dem Fokalstrahl des andern Brennpunktes, folgt aus 
der Parallelität der Directrixlinien. 

28. „Der nach dem Schnittpunkt zweier Tangenten 
gerichtete Brennstrahl hälftet den Winkel, den die nach 
den beiden Berührungspunkten gerichteten Brenn- 
atrahlen miteinander bilden" [204], Der Schnittpunkt der 
beiden Tangenten ist stets der Po! der Berührungssehne, In 
Fig. 35 a, Taf. 111, kann dieser wichtige Satz an zahlreichen Fällen 
erwiesen werden; wir begnügen uns mit dem Hinweis auf die beiden 
Berührungspunkte S^ und .Sj, deren Tangenten sich in w schneiden. 
Der Brennstrahl F^w soll den Winkel <^jf\S^ hälften. Es flüchten 
i',Sj und F^S^ nach w^ und w^ und bei Jj erscheint richtig w,Dw = 
toDw^ =91; also ist [S^F^w = wF^S^'). In Fig. 35b ist der Satz 
für die Üqjrtlbrl dargestellt. Als Beispiel, um weniger neue Linien 
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ziehen zu müssen, ward der Punkt k als Durchschnitt der 
Tangenten gewählt. Die Fokalstrahlen durch P und iCj flüchten 
nach Wg und w^, während F,k nach woo flüchtet. Die Maßwinkel <f 
bei I) erweisen sich als gleich groß, somit ist [Wj^F^k = kF^^PJ = (f, 
und auch [w^F^k = JeF^P^ = ip. 

2g. Im Spezialfälle zum vorigen können die beiden Be- 
rührungspunkte mit Fj in einer Geraden liegen, also eine Fokal- 
sehne bilden ; dann ist der Winke! nach den Berührungspunkten 
ein gestreckter und dessen Hälfte ein Rechter; sein Fol liegt 
auf der Dlrectrix nach der Definition und es folgt: Der Brenn- 
strahl des Poles einer FokaJsehne ist zu dieser Sehne 
senkrecht. Dieser wichtige Satz ist an mehreren Beispielen 
in Fig. 35a und 35b darzustellen möglich. Er war in anderer 
Form schon unter Nr. 6 auf Seite 49 ausgesprochen; hier kehrt 
er als Spezialfall eines allgemeineren Satzes wieder. Insbesondere 
war schon bemerkt, daß zur Fokalsehne dooF^, deren Pol d^ ist, 
der Strahl F^d„ senkrecht zur Directrix steht, also auch zur Fokal- 
sehne Fj rfco. Ebenso gehört zur brachialen P~okaIsehne F^ d^ der 
Pol rf„, folglich flüchtet (/„Fj nach dem Hauptpunkt 0; [d„FO = 
2 R\. Ferner ist F^^d^ senkrecht zur Parameterlinie. Auch ist 
FjC Fokalsehne und daher daaF^d^ ein Rechter, sowohl geo- 
metrisch als perspektivisch. 

30. „Jede zwei feste Tangenten werden von jeder 
anderen Tangente in Punkten geschnitten, deren Brenn- 
strahien einen beständigen Winkel einschließen" [204], 
Dieser beständige Winkel ist, wie nach dem vorigen Satze zu er- 
schließen ist, gleich der Hälfte des Winkels, den die nach den be- 
rührenden Punkten der festen Tangenten gerichteten Brennstrahlen 
einschließen. In Fig. 35 a, Taf. III, wurden die Tangenten an 5, und 
-P4 gewählt. Sie werden von der Tangente an P^ in «^ und s^ ge- 
schnitten und es ist s,F^ s^ (in der Fig. nicht ausgeführt) beständig. 
Läßt man P wandern, so erkennt man, daß, wenn die wandernde 
Tangente mit einer der festen zusammenfällt, der eine Schnittpunkt, 
etwa Sg mit dem Schnittpunkt der festen Tangenten zusammenfällt, 
der andere auf den Berührungspunkt S, fällt, oder wenn s^ nach 
5o kommt, so gerät Sg nach P^, daher ist [s^F^s^= S^F^S^^^^ 
Sf,FjP^'\, was am Horizont auszumessen ist im Winkelmeßpunkt 
D. In Fig. 35a und 3g b schneiden die Tangenten in Punkten wies^ 
und «3 undesist[«ji'j Sa]^[si^sS2] ein beständiger Winkel. Liegen 
die Berührungspunkte in einer Fokalsehne, so wird der Winke! 
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«,^«j ein Rechter, weil er nach dem soeben angeführten Zusatz 
g-leich der Hälfte des gestreckten Winkels der Fokaisehne werden 
muß. Als Spezialfall nehme man die Fokalsehne von i*',»'„. Die 
Tangenten an ihren Endpunkten sind geometrisch parallel der 
Directrix. Denkt man sich diese beiden Tangenten durch eine 
dritte geschnitten, so bilden die Schnittpunkte in F^ rechte "Winkel. 
Nimmt man den einen Schnittpunkt auf der brachialen Linie F^k, 
ao wird der andere, mit Fj verbunden, nach flüchten (in der 
Figur nicht ausgeführt). 

31, Irgend eine Tangente schneidet die beiden 
Scheiteltangenten in 2 Punkten, die mitsamt den Brenn- 
punkten in einem Kreise liegen, dessen Durchmesser 
gleich der Tangentenstrecke zwischen den Scheitel- 
tangenten und dessen Mittelpunkt auf der Nebenachse 
liegt [204]. In Fig. 36a und 36b, Taf. IV, wurden die Brennpunkte 
sowohl durch den Parameter p = b'^ja' als durch die Exzentrizität 
c = ya'^ ^b'^ übereinstimmend eingetragen. Die Seh eitel tan genten 
^,/S und -4g/S werden von der beliebig gewählten nach a flüchtenden 
Tangente in s^ und s^ geschnitten. Der Lehrsatz sagt aus: F^, 
F^, s^ und s^ liegen in einem gtrift, dessen Durchmesser Sj s, und 
dessen Mittelpunkt auf Jlt/? in ^ «,83 liegt, d. h. es soll [sjC = 
s^c = FjC ^ F^c] sein. Vom Teilpunkt Ja, rechts und links, 
wurden es, und es^ In die Tiefe von e projiziert und ergaben 
sich als gleich groß. Ferner flüchtet F^g nach k, dessen Teil- 
punkt Jk F^c in die Tiefe von c projizieren läßt. Man erhält 
wieder denselben Punkt s'. Nur cF^ flüchtet in 36a nach einem 
Punkte außerhalb des Bildrahmens; da aber c auf der Neben- 
achse liegt, ist schon die Gleichheit [cF^ = cF^] erwiesen. Aber 
auch ohne alle Projektion ersieht man, daß [cn^ = esj] ist, denn 
Vttc ist harmonisch zum Horizont und den Scheiteltangenten, 
also c, «g, o und Sj vier harmonische Punkte und da a unendlich 
weit liegt, muß [es^ = es^] sein, denn Vlß hälftet die Strecke s^s^. 
Das gilt für beide Figuren. Es bliebe also nur die Beziehung 
[ci^g=cs,] auszumessen. Läßt man die Tangente wandern, 
so bilden die greife ein elliptisches Kreissystem mit der 
Potenz F^F^ und die Mittelpunkte erfüllen die Neben- 
achse. Im Bilde entsteht die Projektion des ^ceisfq^tms auf die 
Bildfläche. Die jtrtift erscheinen in Fig. 36a Immer als Ellipsen, 
sowohl wenn P im Spielraum A^ßA^ sich bewegt, als auch wenn 
die Tangenten auf der anderen Seite berühren. Die große 
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Achse gehört auch im Bilde zur Schar. In Fig. 36b sind die 
SlttTc immer Hyperbeln. 

32, „Die Halbieruogslinien der Winkel, die die 
nach einem Peripheriepunkte g-ehenden Brenn- 
strahlen mit der Hauptachse bilden, schneiden sich 
auf der Scheiteltangente" [208]. Dieser Satz verlangt einige 
Vorsicht, sofern es zwischen zwei Strahlen zwei Halbierungs- 
linien gibt, die auf einander senkrecht stehen. Durch jeden 
Brennpunkt können zwei Halbierungslinien gezogen werden, 
daher es vier Durchschnittspunkte gibt, von denen nur zwei in 
unserem Satze in Frage kommen. In Fig. 36a und 36b, Taf . IV, 
flüchtet die Hauptachse nach a, die zu halbierenden Winkel werden 
also in D sich an Da anschließen. Es sei der Berührungspunkt 
P gewählt. Es flüchtet F, P nach k^ ; die Halbierung von aDk^ 
gibt den Fluchtpunkt i/, und A\. Wir erhalten also die beiden 
Halbierungslinien F^Mj und f\^\. — Andererseits flüchtet PF^ 
nach i^ und k^l/a gibt die Hälftungslinien, die nach M^ und A'j 
flüchten; wir erhalten die Hälftungslinien F^M^ und F^N^. Der 
Schnittpunkt von F^M^ und F^N^ ist s, auf der Scheitel- 
tangente A^ß, und der Schnittpunkt von F^M^ und F^N^ ist s, 
auf der Scheiteltangente A^ß. Es sind das zugleich die im vorigen 
Satz erwähnten Schnittpunkte der Tangente an P mit der Scheitel- 
tangente. Von den anderen Schnittpunkten liegt der eine inner- 
halb K, der andere außerhalb zwischen dem Scheiteltangenten- 
raume und kommt nicht in Betracht Es ist also [A^ f,», = 
a,FjP] = w und [A,F^'>, = s,F^P]^ rp sov^ie [_A^F^»^=^s^F^P}^(p 
und [A^F^s^^s^F.PJ^n. 

33. „Die von zwei festen Punkten eines Kegel- 
schnittes nach einem veränderlichen Punkte des 
Kegelschnittes gezogenen Sehnen schneiden auf 
der Directrix Segmente aus, deren Enden im Brenn- 
punkt einen beständigen Winkel spannen" [204]. In 
Fig. 37a und 37 b, Taf. IV, wurde wie gewöhnlich der Brennpunkt F^ 
durch die Parameterlänge p und durch die Exzentrizität c überein- 
stimmend gewonnen, darauf die Directrix auch doppelt bestimmt, 
nämlich durch d^ harmonisch zu F^ und den Scheiteln der großen 
Achse A und A„ sowie andererseits durch den Schnittpunkt von 
OF^ mit der Mittellinie in d^. Die beliebig gedachten Punkte 
Q und Q^ bestimmen mit Punkt I die Stellen und 30 auf der 
Directrix, Die ebendahin gerichteten Fokalstrahlen fassen einen 
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Winkel, perspektivisch = 30 Grad, deno die Fluchtpunkte im 
UnendHchen und 30 des Horizontes erweisen im Winkelmeß- 
punkt D 30 Grad. Läßt man J den Kreis K durchwandern, so 
soll nach dem Lehrsatz der Winkel I'\ nach den g^etroffenen 
Punkten der Directrix beständig bleiben. In Fig. 37 a und 37 b 
wurden die Stellen // bis VI g-ewählt, um zu erweisen, daß der 
gewählte Winkel von 30 Grad sechsmal gemessen werden kann, 
wenn jedesmal nach den beiden getroffenen Punkten der Directrix 
je vom anderen festen Punkte die Fokalsehnen gezogen werden. 
So z. E. war zuerst Q mit I verbunden und wies auf 0° der Directrix, 
während Q^ mit I verbunden 30" der Directrix traf. Nun wurde 
Q mit letzterem Punkt 30 verbunden, wodurch II bestimmt war, 
und // mit Qj verbunden traf den Punkt 60 der Directrix. Das 
Ausmessen ergab wieder 30" für den Fokalstrahlenwinkel. Nun 
wurde Q mit 60" der Directrix verbunden und gab den Punkt 
III, der mit Q^ verbunden die Directrix in Punkt 90 traf, a. s. f. 
Offenbar muß schließlich der Punkt VI wieder auf Punkt I führen. 
In der Zeichnung mußte selbstverständlich der umgekehrte Weg 
eingeschlagen werden, um einen Spannwinkel von genau 30 Grad 
als Beispiel zu gewinnen. Man sieht, daß der Strahlbüschel in 
D, der den GradzaMen entsprechend benannt wurde, eine per- 
spektivische Punktenreihe im Horizont erzeugt. Diese erzeugt 
in F^ ein perspektivisches Strahl büschel, das in der Directrix 
wieder eine perspektivische Punktenreihe erzeugt. Diese wiederum 
erzeugt in Q und Q^ perspektivische Strahlbüschel, die also pro- 
jektivisch sind, aber schief liegen. In unserem Falle werden im 
Bilde perspektivisch gleiche Büschel in Q und Q^ er- 
zeugt, in der Fußobcne nicht. Diese Gleichheit der Winkel wie 
IQII =^ IQjII im Kreise K hat mit unserem Satze nichts zu tun, 
denn unser Satz behauptet 

lOFj^SÖ ^ 30F^60 ^ 60 F^90 = ]. 

bezieht sich also nur auf die gleichen Fokalstrahlenwinkel. In 
der Zeichnung wurde erst der Horizont, dann die Directrix mit 
ihren Maßzahlen versehen, dann Punkt / ganz beliebig gewählt, 
Q und Qj aber in den durch / geforderten Peripheriepunkten 
angenommen. Bei der Fortbewegung von I kommt dieser Punkt 
auch auf Q und Q^ zu liegen, die Sehne wird dann Tan- 
gente am Kreise K und diese erzeugt mit der Sehne QQ, 
ebendenselben Fokalstrahiwinkel. 
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Lieg-en endlich Q uad Q^ in einer Fokalsehne, so ist der 
Fokalatrahienwinkel = SO", Dieses zu erweisen, lassen wir erst 
den Fokalatrahienwinkel nochmals 30" betrag'en; wenn nämlich 
2 und Q gewählt bleiben, so kann der andere feste Punkt in Q^ 
liegen, denn auf der Directrix können wir statt BO den Punkt 
iSO" nehmen, der mit I den festen Punkt Q^ erg-ibt, Verfahren 
wir g-anz wie vorhin, so finden wir alle dieselben sechs Punkte 
wieder. Mit anderen Worten: Verbinden wir die drei Punkte 
Q> Qu Qa '^'^ *^^^ bezeichneten Punkten der Directrix, so müssen 
sich je drei Strahlen in einem der Peripheriepunkte / bis VI 
schneiden. Wählen wir aber Q, und Q^ als feste Punkte und 
fangen bei I an, so spannt jetzt der Fokalstrahiwinkel b'O". Beim 
Wandern von / treffen wir auf HI und dann auf Fin der Weise 
wie vorhin fortschreitend. Wählt man die Punkte so, daß QQ^ 
selbst Fokalsehne wird, so muß der Winkel nur zweimal beim 
Umlauf gespannt werden. Nehmen wir z. B. den nach 0" ge- 
richteten Fokalstrahl, so wird dem Schnittpunkt der Schnitt- 
punkt der Tangente, also 90" entsprechen, und dieser Punkt 
ist die Polare der Fokalsehne durch 0*. Wenn Q und Q^ mit 
F^ Fokalsehnen bilden, so stellen die Schnittpunkte auf der 
Directrix mit F^ ein harmonisches Tripeleck dar. So also auch 
die Punkte F,, 0, 90; allgemein bildet Fj mit irgend zwei Punkten, 
deren Zahlenunterschied 90 Grad beträgt, ein Tripeleck, 

34. Zwei Lehrsätze beziehen sich auf die Brennpunkte und 
die Asymptoten, gelten mithin nur für IptrbclB. Den einen 
dieser Sätze lernten wir als Spezialfall eines anderen kennen 
unter Nr. 24: „Der zur Asymptote senkrechte Fokal- 
strahl achneidet die Asymptote auf der Directrix." 
Es ward der Punkt d^ in Fig. 35 b, Taf. III, in dieser Weise 
gewonnen. Ein zweiter Satz lautet: 

35. „Der Brennstrahl eines Punktes ist gleich seiner 
Entfernung von der Directrix In einer Parallele zur 
Asymptote." Dieser Satz kann zur Konstruktion der Directrix 
und auch zur mechanischen Konstruktion der Hq^tllltl benutzt 
werden. In Fig. 37b, Taf, IV, wurde, um Linien zu ersparen, der 
Punkt F auf der brachialen F^ P gewählt. Da die Achse schief liegt, 
ist dieser Punkt nicht als ein spezieller Fall anzusehen. Die 
Parallele PJc^ zur Asymptote Vdk^ schneidet die Directrix in d^. 
Der Satz verlangt [Pd^^ F^P]. Da F^P schon brachial liegt, 
brauclit nur noch die Strecke Pd^ in die Tiefe von PF^ projiziert 
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ZU werden; der Teilungspunkt für Fk^ ist Jk^, und Jk^ projiziert 
J^j nach d,,, was zu zeigen war. (in der Figur wurde diese 
Linie nicht ausgeführt.) Durch diesen Punkt F kann auch 
eine Gerade parallel der anderen Asymptote gezogen werden, 
Sie j^ibt dieselbe Entfernung von der Directrix. Fk^ schneide 
die Directrix in dt^, so ist [Pd^j = Prftg = Pi^j], Die Gerade 
Ptj trifft die Gerade Fj^'^k^ im unzugänglichen Punkte d^^. 
Laßt man P wandern, so findet man noch bemerkenswerte 
Spezialfälle ; so z. B. der dem F gegenüberliegende Endpunkt 
der Fokalsehne ; dann die Peripheriepunkte auf der Mittellinie, 
ferner die beiden Scheitelpunkte A^ und A^ ; auch Peripherie- 
punkte, die von Fdao, sowie die beiden Punkte, die von fcjrfco 
und k^doo getroffen werden. - — 



b) Jlorabeln. 

Es bleibt sich gleich, ob wir eine Achse wie ZtXS {Fig. 38) 
beliebig annehmen und die Distanz bestimmen oder ob wir 
und D beliebig ansetzen und die Achse bestimmen. Im ersten 
Falle wird eine Tangente an S gezogen. Sie flüchtet nach a; 
dann ist 1) auf einen Punkt des Halbkreises über Vßa beschränkt. 
Wählen wir einen Punkt D und bestimmen 0, so ist XUDa ein 
Rechter. 

1. Zur Auffindung des Brennpunktes können die früher be- 
nutzten Formeln für den Parameter und für die Exzentrizität 
nicht benutzt werden, da mit Achsenlängen hier nicht gearbeitet 
werden kann. Statt dessen benutzen wir folgende Sätze: „Die 
Strecke zwischen den Durchschnittspunkten einer Tan- 
gente mit der Hauptachse und der Senkrechten aus dem 
Berührungspunkt zur Achse mit der Achse wird vom 
Scheitel halbiert" Wir wählen den Punkt P, ziehen die 
Tangente senkrecht zu PC; sie flüchtet nach r, welcher Punkt 
den Orthogonalfluchtpimkt v hat, also ist Fv die Normale. 
Tangente und Normale schneiden die Achse in T und N. 
Eine Senkrechte aus P auf die Achse muß dagegen nach a 
flüchten und Pa schneidet die Achse in L. Der Satz verlangt 
[LS = ST'\. — Teil- oder Meßpunkte sind Jm und Jm'. Die 
Projektion von T und L von Jta und Jxr' ^us in die Tiefe von 
S gibt ein und dieselbe Strecke Sl. 
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2. „Vie Strecke zwischen den Durchschnitten der 
Tangente und der Normale mit der Achse wird vom 
Brennpunkte gehälftet" [z2i]. Nach dem Satze 2 (S. 79) sind 
die Punkte T und N harmonisch zu den beiden Brennpunkten 
und da jetzt ein Brennpunkt unendlich weit ist, wird [FN = FT]- 




Wir haben also im Bilde F harmonisch zu ZIT zu zeichnen, ein 
Verfahren, das nur hier, nicht aber bei g und ^ mögflich war. 
In Fig. 38 ist F dieser Art gefunden. Zur Ausmessung und 
Prüfung wurde i\' von Jm und F von J^^ aus projiziert; beide 
gaben ein und dieselbe Strecke Fu in der Tiefe von F. 
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3. „Die senkrechte Entfernung- eines Periplierle- 
punktes von der Directrix ist gleich seinem Brenn- 
strahl" [224J. Hieraus folgt als Spezialfall der Satz: „Die senk- 
rechte Entfernung des Scheitels von der Directrix ist 
gleich dessen Entfernung vom Brennpunkt" Wir be- 
nutzen erst letzteren Satz zur Bestimmung der Directrix. 
Ihr Durchschnitt (/„ (Fig- 38) mit der Achse muß harmonisch zu 
F, m und S sein, so daß [FS=^Sd^\ — Die Projektion von 
Jm und Jxa.^ aus in die Tiefe von S bestätig-t auch dieses 
Gesetz [FS = Sd^ = SV. — Zur Ausmessung der Strecke des 
allgemeinen Satzes war P nicht geeignet, weil die Normale auf 
die Directrix diese zwar noch auf der Bildtafel trifft, allein der 
Brennstrahi flüchtet weit rechts im Horizont. Wir wählen einen 
Punkt Pj, dessen Brennstrahl nach flüchtet, also sind seine 
Teilpunkte 2TI und a. Die Senkrechte auf die Directrix muß 
nach XR flüchten, sie ist also P^d^, ihr Teilpunkt ^xa'- Es soll 
[Pyd^ = PiF~\ sein und von ^/tn' und a in die Tiefe von P, proji- 
ziert findet sich richtig ein und dieselbe Strecke P^d'. — 

4. Der Winkel, den eine Tangente mit der Achse 
einschließt, ist gleich dem Winkel, den sie mit dem 
Brennstrahi ihres Berührungspunktes bildet [225]. Die 
Tangente an P^ (Flg. 38) flüchtet nach 10, zufällig von Ja nicht 
zu unterscheiden; der Brennstrahi flüchtet nach 0, die Achse 
nach m, und es soll {FT^P^=-T^P^1''^ sein; die Messung In D 
zeigt, daß in der Tat TXiDw^wDO ist Man bemerke noch, 
daß PjFr, ein gleichschenkliges Dreieck ist, also [FP, = Prj, 
was in die Tiefe von F projiziert richtig ein und dieselbe Strecke 
Ff gibt. 

5. Jede Tangente schneidet einen gegen sie senk- 
rechten Brennstrahl auf der Scheiteltangente [225]. In 
Fig. 38 ist Fv senkrecht zu Pt. Beide Geraden schneiden sich 
in Sj auf der Scheiteltangente. Ein anderes Beispiel: Wenn Fg 
ein brachialer Brenn strahl ist, der die Scheiteltangente in s 
schneidet, so flüchtet die darauf senkrechte Tangente nach 0, 
also muß sO eine Tangente sein. Der Punkt P, dessen Tangente 
und Normale die Achse In T und iV schneiden, lehrt ferner, 
daß, weil [Fs,P=,9ö''] und [tT^FNI ist, [PiV= 3s^P] sein 
muß, d. h. der senkrechte Fokalabstand von einer Tan- 
gente ist gleich der halben Normale. 
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6. „Der Winkel zwischen zwei Brennstrahlen ist das 
Doppelte des von den Tangenten gebildeten Winkels" 
[227]. InFig-.38soIl also [Pi^Pi-=2.P!r(,/'j]sein. Die Tangenten 
flüchten nach t iind w, FP^ flüchtet nach 0, aber FT flüchtet 
nach einem unzugänglichen Punkt w'. Im Vertrauen auf den 
Satz wollen wir in D die Richtung nach diesem Fluchtpunkt w' 
bestimmen. Es muß ww' = 2 -tw sein. Nimmt man den Winkel 
zDw doppelt und trägt ihn an die Verlängerung von OD an, 
so ergibt sich die Richtung von ODw', und nach w' flüchtet 
auch PF. In derselben Weise findet man in Fig. 38 noch mehrere 
Beispiele zu diesem Satze. 

7. Bemerkenswert ist der Speziallfall, bei dem die beiden 
Berührungspunkte der Tangente in ein und derselben Fokal- 
sehne liegen, die Brennstrahlen einen gestreckten Winkel bilden, 
die Tangenten also einen Rechten einschließen müssen: „Tan- 
genten an den Endpunkten einer Fokalsehne stehen 
senkrecht aufeinander" [227]. Zieht man (Fig. 38) die P'okal- 
sehne PF, so trifft sie den Punkt P^, dessen Tangente nach v 
flüchtet, dem Orthogonalfluchtpunkt von t. Solche Tangenten 
heißen Fokalsehnentangenten, „Sie schneiden sich auf 
der Directrix," da der Schnittpunkt der Pol der Fokalsehne ist. 
Pi und -PgV schneiden sich in rfj. Trägt man auf dem Horizont 
das elliptische Punktensystem ein, so kann zu jeder Tangente 
sofort die zugehörige gezeichnet werden. 

8. „Je dreiTangenten schneiden sich in drei Punkten, 
die in einem durch den Brennpunkt gehenden Kreise 
liegen." Der Höhenschnittpunkt A dieses Dreiecks liegt 
in der Directrix [228]. Dieser wichtige Satz birgt eine Menge 
bemerkenswerter Beziehungen und liefert einfachere Zeichnungen 
der Hauptgebilde als alle früheren Sätze. In Fig. 39 wurde 
beliebig gewählt, OVd als Distanz genommen und a und der 
Scheitel S bestimmt. Drei Tangenten an s, Q und P^ flüchten 
nach a, t^ = öoo und t^, daher sind deren Orthogonalflucht- 
punkte, ITT, und v^, besonders bequem für die Zeichnung. Die 
drei Tangenten 2\, T^, 7\ schneiden sich in den Punkten 3, 2, 1. 
Die Höhenlinien des Dreiecks sind 32X1, lO und •2v^, sie schneiden 
sich in d, mithin ist da Directrix. Wählt man aber die Punkte 
P, S, Q, so flüchten die drei Tangenten nach 0, a und Bao, deren 
Orthogonalfluchtpunkte sind jBoo, VX und 0. Die Tangenten 
schneiden sich in 3, 4, da. Die Höhenlinien sind 2 £00, senkrecht 
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auf dai; daXtl, senkrecht auf 24, und 40, senkrecht auf 2da, 
Diese drei Höhenlinien schneiden sicli in da und daC ist mithin 
die Directrix übereinstimmend mit der vorigen Bestimmung, 
Hält man nun aber die Tangenten an Q und F fest, von denen 
die eine nach jBoo, die andere nach flüchtet, woraus hervor- 
geht, daß sie zueinander senkrecht stehen, und läßt man die 
Scheiteltangente vom Scheitel an fortwandern, so ändern sich 
die Schnittpunkte 2 und 4, bleiben aber auf den beiden festen 




Figur 39. 

Tangenten. Die durch 2 und die durch 4 gehenden Höhenlinien 
behalten nun ihre Richtungen, 2Boo und 40 bei, trotz aller 
Wanderung von Punkt 2 und 4, daher bleibt d« der Höhen- 
schnittpunkt der drei Höhenlinien. Selbst wenn die Tangente 
an s über Q hinaus, etwa bis P, gewandert ist und die Stellung 
Tg einnimmt, so daß das Tangenten dreieck 3da5 wird, bleibt 
doch da Höhenpunkt. Dieser Schnittpunkt bestimmt 
die Directrix. Auch liegt d^ immer auf der Achse der Patolttl, 
denn d^TXX ist ein Durchmesser und die Polare von da Ist QP, 
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die mithin nach a flüchtet, weil sie perspektivisch parallel der 
Directrix ist. Das folgt aus den Wipkeln, denn [OdaBoo = SO"], 
OZfXtl^iö" and }Xida hälftet in da den Tang-entenwinkel QdgP 
über der Fokalsehne QF. Die Polare QP flüchtet nach a und 
trifft den Brennpunkt F^, der harmonisch ist zu da, S und IlT. 

9, Wir erhalten also folg'enden nur perspektivischen Satz: 
Die orthog-onale und die brachiale Tangente schneiden 
sich auf der loialrtlarllft in einem Punkte der Directrix. In 
Fig". 39 wurde die Tangente T^ an Q brachial gezeichnet, dann 
0P=02Tl auf die Peripherie abgemessen; dann mußte OP Tan- 
gente sein; dann wurde OP verlängert bis zum Schnittpunkt da', 
alsdann ist doJTT die Achse, </„« die Directrix, Qa die Parameter- 
linie, die F gibt, und der Schnittpunkt S läßt die Scheiteltangente 
sa ziehen. Es muß aXR = as sich ergeben und es muß d„Q => 
daP sein. 

Zieht man noch brachial Pii, so müssen da und m harmonisch 
sein zu F und XtX', ferner da [(iaS = sJ'''] ist, muß da und F har- 
monisch sein zu s und JIT, Man kann auch mit dem Punkt Q 
der Mittellinie die Zeichnungen beginnen; es gibt Qa die Para- 
meterlinie und den Punkt P, OP schneidet die Tangente au Q 
im Punkte d^ und daXW gibt s und F. Diese Sätze gelten 
doch nur unter der einschränkenden Bedingung, daß 
OD = OX\X genommen ist. Hält man fest, nimmt aber OD 
größer an, so bleibt der Punkt da unverändert, da 
OP und Qd^ dieselben bleiben und die dritte Tangente keinen 
Einfluß hat. Die Richtung der Directrix ist aber verändert; 
sie flüchtet nach dem neuen Oj, und d„2n ist nicht mehr Achse, 
da der Scheitel nach links zu Q hin fortrückt. Ferner beachte 
man den Punkt d,„ der Directrix auf der Mittellinie; er wird wie 
früher so auch jetzt getroffen von OF, denn die Polare von d„ 
muß brachial sein und muß durch F hindurch; zugleich ist d,„F 
perspektivisch senkrecht zur Polare von d„. Ist nun OD größer 
angenommen worden, so rückt dn an der Mittellinie hinauf und 
F rückt entgegen auf einer Geraden d„0, denn auch der Scheitel 
rückt hinab gegen Q und die Achse nähert sich der Mittellinie 
Q2XI. Wird OD<^OVil angenommen, so tritt das umgekehrte 
Verhalten ein und die Achse entfernt sich nach der anderen 
Seite von daXH. Ein Spezialfall als Aufgabe mag angedeutet 
werden: Wann liegt der Durchschnitt der drei Höhenlinien im 
UnendUchen der Bildfläche? 
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lo. „Irgend zwei Tangenten, die aufeinander senk- 
recht stehen, schneiden sich auf der Directrix." "Wenn 
aiso {Fig. 39) zwei Tangenten nach konjugierten Punkten des 
elhptischen Punktensystems mit der Potenz OD anf dem Horizont 
gerichtet sind, so schneiden sie sich auf der Directrix. Zieht 
man eine beliebige dritte Tangente, so bleibt der Höhen- 
punkt der drei Tangenten immer derselbe, wie auch die 
dritte Tangente gerichtet sei. — Der vorhin aufgestellte Satz 

D 




Figur 40. 



ist ein Spezialfall dieses allgemeineren; jener aber verdient be- 
sondere Beachtung wegen der Beziehung zur Achse. Der vor- 
stehende Satz gewährt auch Interesse, wenn man das elhptische 
Punktensystem auf H von den beiden Tangenten durchlaufen 
läßt. Beachtenswert ist ferner folgende Aufgabe: Läßt man 
im Horizont wandern, so läuft da auf der Brachialen QBoo fort. 
Wenn dabei immer OD = OVX genommen wird, welchen geo- 
metrischen Ort beschreibt F? — Wenn OD ^ Om = 'UQVa 
genommen ist, wird Qda= OVX und die harmonischen Punkte 
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JTl, F, s, da stehen im bekannten Verhältnis der Streciien: 2:113, 
und zwar ist md^=6Fs, «m = 5i*'s, Fm = 2-FB, 9da = 3Fs, 
oder mda-. sd„imF:Fs ^ 6 -.3 : 2: 1. — Wie liegt die Directrix? 
Wie die AchseP Wie die Scheiteltangente? 

ii, „Die Durchschnittspunkte dreier Tangenten 
lieg-en mitsamt dem Brennpunkte in einem Kreise" 
[228]. Dieser Satz läßt sich durch IMessung-en bestätig-en, hat 
aber kaum Bedeutung- für die perspektivische Zeichnung", In 
Fig. 40 schneiden sich die drei Tangenten 3^, T^ und Tg in 
den Punkten l^, (, und tg. Die Höhenlinien schneiden sich auf 
der Directrix in d. 

12. Nimmt man in der Mittellinie an (Fig. 40), so liegt a 
in Boo des Horizontes, der Kreis über Xda ist unendlich groß 
geworden und in die Stathme übergegangen. D kann, so wie 
früher jeden Punkt des Halbkreises über JIT, so jetzt jeden Punkt 
der Stathme einnehmen. Nehmen wir D an und bilden auf H 
ein elliptisches Punktensystem mit der Potenz IHi). Ziehen wir 
durch konjugierte Punktenpaare Tangenten an K, so bilden diese 
stets rechte Winkel miteinander, schneiden sich also auf der 
Directrix und die Berührungssehnen sind Fokalstrahlen eines der 
Directrix konjugierten elliptischen Strahlsystems. So schneiden 
sich die konjugierten Tangentenpaare in J, II auf der Directrix 
und das auf der Achse in d^ sich schneidende Paar flüchtet nach 
tt und Oj. — Die Berührungssehnen sind Fokalstrahlen 11, 22, aa'. 
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O. Die Kreisbüder von Kegelschnitten in 
beliebig geneigten Ebenen. 

Nachdem wir die Kreisbilder von Keg-elschnitten behandelt 
haben, die im Terrain lieg-end angenommen wurden, erübrigt 
uns eine Betrachtung des allg-emeinen Falles einer beliebigen 
Lage der den Kegelschnitt enthaltenden Ebene. Wir brauchen 
hierzu nur wenige Erläuterungen zu geben, da die Frage nach 
der Lage des Horizontes, des Augenpunktes und der Distanz 
das allein Bemerkenswerte ist, denn es läßt sich bald erkennen, 
daß für die vielen Eigenschaften der Kegelschnitte, die wir schon 
untersucht und dargestellt haben, hier nur der geringfügige 
Unterschied obwaltet, daß statt des Horizontes nanmehr die 
Fluchtlinie der angenommenen beliebig geneigten Ebene ein- 
tritt. Auf ihr finden wir die Fluchtpunkte der Durchmesser, 
Tangenten und Normalen; auf ihr werden, ganz wie vorhin, 
die Fluchtpunkte verzeichnet. Alle Konstruktionen und Messungen 
bleiben daher ganz dieselben wie früher. Nur die Frage nach 
der Bestimmung von H, und D bleibt übrig. 

1. Es leuchtet ein, daß es jetzt von keinem Belang ist, ob 
unser Kreis K den Horizont schneidet oder nicht; nur darauf 
kommt es an, ob die beüebig zu wählende Fluchtlinie F von K 
gemieden, berührt oder geschnitten wird. Im ersten Falle haben 
wir greife oder Ölli)lfEII, im zweiten Falle Jaratrel«, im dritten Falle 
Sqptthcin, unter denen die gleichseitigen zuerst zu behandeln sind. 

Es sei F immer die Fluchtlinie, K der behebige Kreis, der 
von F nicht geschnitten wird. Viele der früher als von ff, 0, D 
unabhängig erkannten Beziehungen sind auch jetzt als unabhängig 
zu erkennen. Der Mittelpunkt ZK als Pol von F muß bestimmt 
sein, und hat man JTt verzeichnet, so ist das ganze System 
konjugierter Durchmesserpaare bestimmt Ihre Fluchtpunkte 
bilden auf F ein elliptisches Punktensystem, dessen Potenz durch 
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die Distanz aß äquikon)Ug"ierter Durchmesser bestimmt wird. 
Der Kreis mit dem Durchmesser aß hat seinen Mittelpunkt L 
auf der Mittellinie CVX von K. Der Schnittpunkt der Peripherie 
mit der Mittellinie J ist maßgebend, falls K greift darstellen soll. 
Achsen, Brennpunkte, Directrix hängten dag^egen von H, 0, D ab. 

2. Sollen §tnft abgebildet sein, so müssen alle konjug-ierten 
Fluchtpunkten paare unter rechtem Winkel im Auge % erscheinen. 
— Es muß Fi^. 4i J der Ort des niedergfekiappten Aug-es sein. 
Man erhält ihn durch Drehung' der nach F gerichteten Pro- 
jektionsebene um die Bildlinie F; es frag-t sich, wo das Aug-e 
sich befinden darf, damit J das nie der geklappte Auge sei. Der 
Horizont muß so angenommen werden, daß er den Kreis aß 
schneidet, außerdem muß im Durchschnittspunkt von H und 
ijn angenommen werden. Ein Lot in auf XJTl gibt den 
Punkt D auf dem Kreise über aß. Klappt man die Ebene LOD 
auf durch Drehung um LO, so trifft D den Ort 9t des Auges. 
Dreht man die Projektionsebene /"'Sl um F bis zur Kreisfläche 
nieder, so fällt nun 2t nach J. In J, dem Winkelmeßpunkt, 
erscheinen alle Winkel, die Strahlenpaare nach Flucht- 
punkten auf F aussenden, in ihrem wahren Werte. Also 
ist 3r, oder niedergeklappt J, der einzige Punkt, von dem aus 
K $ltift darstellt, wenn H Horizont sein soll. In Fig. 41 sind 
einige konjugierte Durchmesserpaare ausgemessen. Im Punkte 
J erscheint sowohl aß als yd als rechte Winkel ; und yö ist ein 
konjugiertes Paar, das durch Supplementarsehnen erhalten wurde. 
Zur Ausmessung der Durchmesser, die sich alle als gleich 
groß zeigen müssen, sind von den Teil punkten aus die Strecken 
in eine Parallele zu F durch JTt übertragen. Als die Kegel- 
schnitte im Terrain lagen, durften wir von Ausmessung „in die 
Tiefe von XXl" reden. Dafür empfiehlt sich jetzt eine Meß- 
richtung parallel F, früher nämlich war F zugleich Horizont. 

3. Dreht man den Horizont um den Punkt herum, so 
ändert sich nichts an der Betrachtung, was auch offenbar 
wird, wenn man den Horizont festhält und die Bildfläche um 
(M dreht, wodurch keine wesentliche Änderung entstehen kann. 

Verschiebt man den Horizont sich selbst parallel, und läuft 
längs der Mittellinie fort, so läuft J auf der Peripherie 
aß herum. In allen diesen Fällen bleibt J der nieder- 
geklappte Augenpunkt und K stellt ^rdlC dar. Zu jedem 
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neuen D gehört ein neuer Distanzkreia mit dem Halbmesser OD, 
wobei die beiden Schnittpunkte des Lotes OD mit der Peripherie 
ein und dieselbe Bedeutung haben. Der Punkt hat auf der 
Mittellinie den Spielraum JJ'. Schneidet der Horizont die 
Mittellinie außerhalb des Kreises aß, so kann K nicht 
die Abbildung- eines %xn\K sein. 

4. Hipfra. Bleibt auf der Mittellinie, während OD g-roßer 
oder kleiner als vorhin angenommen wird, so entstehen 6lli)trcit, 
deren Hauptachsen aber die Mittellinie LVCi bildet. Es rückt mit 
Vergrößerung von Z> zugleich auch J längs der Mittellinie fort, und 







in J übersieht man sofort den Wert des Winkels aJß der äqui- 
konjugierten Durchmesser. Der Punkt ist unbeschränkt auf 
der ganzen Mittellinie anzunehmen möglich. — Ob die Clli|lfm 
parallel der Flucht F gestreckt sind oder senkrecht darauf, er- 
kennt man sogleich am niedergeklappten Augenpunkt. Befindet 
er sich außerhalb des Kreises aß, so ist aJß spitz, wenn inner- 
halb, stumpf. Es ist 1. zu bestimmen, wie H, und D zu nehmen 
sind, wenn irgend ein konjugiertes Durchmesserpaar Hauptachsen 
geben soll und 2. ist umgekehrt zu untersuchen, welches die 
Hauptachsen sind, wenn U, und D gegeben sind. 
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5. Es sei (Fig-, 41) yS das bestimmte Hauptachsenpaar; dann 
ziehe man den Kreis über yd als Diirchmesser. Im Mittelpunkt 
m errichte man ein Lot, das den Kreis in J' schneidet; J' ist 
dann das niedergeklappte Auge. Ganz wie vorhin kann jetzt 
der Horizont beliebig" liegen, nur muß er den Kreis schneiden, 
damit J' niedergeklapptes Auge werden hönne. Es sei H' der 
Horizont. Der Schnittpunkt 0' des Horizontes mit der Mittel- 
linie gibt sofort ein D'; O'D' kann als Distanz genommen werden 
und mD' ist der Halbmesser des Teilkreises für F. Der Horizont 
kann jetzt wieder um 0' gedreht werden, wobei D' in der Peri- 
pherie von yS herumwandert, aber J' bleibt der Winkelmeßpunkt. 
Es gestattet das Hauptachsenpaar dem Horizont wieder einen 
Spielraum innerhalb des Kreises über yS. 

6. Nur wenn Kreise dargestellt werden, ist auf die Mittel- 
linie beschränkt. Sonst kann bei ein und derselben beliebigen 
Lage von H, beliebig angenommen werden innerhalb des 
Kreises. Es sei (Fig. 42) «, ß ein Paar, das Hauptachsenfiucht- 
punkte geben soll. Der Horizort H schneidet den Kreis über 
aß. Wir nahmen als Hauptpunkt an. Rückt aber nach 
Oj, so rückt L nach tj und P nach Pj, denn es muß ii-Pj = 
L^J^ sein. Überträgt man L^J^ auf die Parallele zur Flucht 
durch 0,, so Aa& L^^P^^=^ L^J^, so erhalt man den Schnittpunkt 
Pj, und OjPj ist jetzt der Halbmesser des Distanzkreises. 

7. Rückt längs dem Horizont weiter fort, so rücken die 
Punkte J auf dem Kreise fort, dagegen liegen die P-Punkte 
auf einer Ellipse, deren Mittelpunkt in 0^ die Horizontstrecke 
hälftet. Der Horizont selbst und die Parallele O^P^ zur Flucht 
F sind geometrisch äquikonjugierte Halbmesser dieser Ellipse, 
deren Winkel gehälftet die Hauptachsen finden laßt. In Fig. 42 
wurden nach demselben soeben für LO angegebenen Verfahren 
die Teilkreise für mehrere Hauptpunkte 0^ bis 0^ verzeichnet. 
Für alle diese möglichen Distanzkreise sind die ^^-Punkte der 
Reihe nach Winkelmeßpunkte, während nur die OP-Strecken 
die Augendistanzen angeben. 

Verschiebt man den Horizont sich selbst parallel, so ändert 
die P-EI!ipse ihre Gestalt, doch bleiben ihre äquikonjugierten 
Durchmesser immer einander parallel und schließen 
immer denselben Winkel zwischen F und H ein. Die 
Ellipse ist am größten, wenn H durch L lündurchgeht. Sie 
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Ellipse Q. yn 

schrumpft in zusammen, wenn bei der Parallelverschiebung' 
des Horizontes die Tang-entenstellung-en erreicht werden. Ändert 
man die Richtung' des Horizontes, so wird die Ellipse um so 
flacher, je mehr der Horizont der Parallelen zur Flucht sich 
nähert. Die Ellipse schrumpft in eine Linie zusammen, wenn 
S parallel F Regt. Die Flucht ist dann brachial. Die Ellipsen 
g^ehen dann über in die Horizontstr ecken innerhalb des Kreises. 
8. Nimmt man zweitens H, und 1) g'anz beliebig' an, so 
müssen die Hauptachsen bestimmt werden. Es sei Fig. 4.1 H' 
beliebig- angenommen und auf H' ein behebiger Punkt 0'. Auch 




Figur 42. 

21 ist beliebig- und mit %0 als Halbmesser beschreibe man den 
Distanzkreis (in der Figur fortgelassen). Von 0' wird^ein'Lot 
auf F g-efällt und O'V" parallel F g-ezogen. Mit mD" als Hälb"- 
messer wird ein Kreis gfeschlagen, der die Gerade mO' in J" 
trifft, dem "Winkelmeßpunkt von F für den Augenpunkt 31. Er- 
richtet man in der Hälfte der Geraden JJ" ein Lot, so trifft 
dieses die Flucht F in m". Der Kreis mit Halbmesser m"J = 
mf'J" g-ibt die g-esuchten Fluchtpunkte e und i; der Hauptachsen, 
£ außerhalb des Rahmens), Der Kreis über ^ enthält wieder 
alle Distanzpuiikte für dieselben Hauptachsen « und t, der Kreis 
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8o Kreisbilder von Kegelichnitten in beliebigeD Ebecen. 

mit Halbmesser mD" g-ibt den niedergeklappten Augenpunkt J". 
Da das elliptische Kreissystem die ganze Ebene erfüllt, so kann 
jeder Punkt der Ebene ein niedergeklappter Distanzpunkt sein. 
Einem Hauptachsenpaare e'Q gehört als Spielraum der nieder- 
geklappten Distanz der Kreis st, an, und solchem Gesetz ist auch 
das Achsenpaar der Mittellinie nicht ausgenommen, denn während 
der Potenzkreis aJß Kreisbilder gibt, wird die Mittellinie selbst, 
wenn J auf ihr sich bewegt, als unendlich großer Kreis gelten, 
für den immer die Hauptachsen dieselben bleiben. Hat man 
nämlich den Hauptpunkt auf dem Durchschnitt des Horizontes 
mit der Mittellinie gewählt, so liegt auch J" in der Mittellinie; 
m" liegt dann im Unendlichen und der zu ihm gehörige Kreis 
ist unendlich groß, denn es ist die Mittellinie selbst 

9- {Intlbcln. In Fig. 43 soll untersucht werden i. welche 
Bedingungen für H, 0, D gefordert werden, wenn die behebige 
Kreissehne HTS Achse sein soll, und 2. welche Sehne von K 
jlattbHlll^rt wird, wenn H, 0, D willkürlich gewählt werden. 

Es sei TXIS die Achse, wo muß 31 liegen? Senkrecht zur 
Achse muß die Scheiteltangente stehen; diese flüchtet nach k. 
Schlägt man den Kreis über dem Durchmesser JTl^, so kann 
jeder Peripheriepunkt nie der geklappter Augenpunkt sein. 
Also ist auch hier die Aufgabe nicht völlig bestimmt. Der 
Horizont muß wieder den Kreis "VCik schneiden. Innerhalb des 
Kreises kann jeder Punkt von H als angenommen werden. 
Ein Lot auf F im Mittelpunkte L trifft H \n und eine Senk- 
rechte zu LO in schneide die Peripherie in D. Der Kreis 
mit Radius LD ist der gesuchte Teilkreis für F und J ist der 
Winkelmeßpunkt für die Flucht F. Der Distanzkreis hat den 
Radius OD. Eine Drehung des Horizontes um herum hat 
keinen Einfluß, eine Parallel Verschiebung von // nach H' läßt, 
wenn auf der Mittellinie bleibt, D nach D^ wandern, so daß, 
ganz wie vorhin, auch jetzt D in der Kreisperipherie über IXlk 
herumwandert. Bleibt dagegen H fest und läßt man auf H 
innerhalb des Kreises wandern, so erhält man, ganz wie in 
Fig. 41, eine Ellipse für die P-Punkte, die die Distanzen kenn- 
zeichnen. Soll die Mittellinie JltC Achse werden, so ist der 
KJreis Vtik ^ "VflB-xi unendlich groß. Das parabolische Punkten- 
system auf F zeigt die Beziehung zwischen Hauptachsen und 
Scheiteltangenten an. Die parabolische Kreisschaar spielt ganz 
dieselbe Rolle hier, wie vorhin die elliptische Kreisschaar auf F. 
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lo. Es sei nun der Horizont H (Fig. 43) beliebig gewählt 
und auf fi" ein Hauptpunkt Oj, ferner ein beliebiger Distanzkreis 
mit Radius 0,D"; man fälle das Lot OjX,, dann gibt L^J)" den 
Radius des Teilkreises für F bei den gewählten H, 0, D an. 
Dieser Teilkreis g-ibt auf dem Lot L^O^ den Winkelmeßpunkt 
J". Man ziehe Td^" und errichte in ^j^XClJ" ein Lot, das die 
Flucht F in m" trifft. Der Kreis mit Halbmesser m"'2Xi^m"J" 
gehört zur parabolischen Kreisschaar und sein Schnitt mit F 
gibt den gesuchten Fluchtpunkt X der Scheiteltangenten S"X. 




Figur 43. 

Alle Punkte dieses Kreises über TXiX geben ein und dieselbe 
Parabelachse, deren Scheiteltangente nach Ä flüchtet. In Bezug 
auf diesen Kreis gelten alle dieselben Veränderungen der Augen- 
distanz, die vorhin bei der Ellipse erläutert wurden. Jeder Punkt 
der Eildfläche kann als Peripheriepunkt eines Teilkreises an- 
genommen werden, auch und T), und H wird immer den ge- 
fundenen Teilkreis schneiden, weil LD Hypothenuse, LO und OD 
Katheten sind. Alle Ausmessungen geschehen nach dem all- 
gemein bekannten Verfahren; der Horizont spielt weiterhin gar 
keine Rolle, sobald der Win kelmeßp unkt und damit zugleich 
alle Teilungapunkte der Fluchtpunkte auf F bestimmt sind. 
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u. SflirbttV- Auch hier wird erst untersucht, wann eine 
Hyperbel im Auge gleichseitig erscheint, dann wird i. fest- 
zustellen sein, wie bei gegebener beliebiger Achsen richtung 
H, 0, D bestimmt werden und 2. wo die Hauptachsen liegen bei 
willkürUcher Annahme von H, und D. Der Mittelpunkt 3^ und 
die konjugierten Durchmesserpaare sind wie früher, so auch' 
jetzt völlig bestimmt, sobald die Flucht F gegeben ist, sowie 
der Kreis K, der F schneiden muß, damit er eine gfperbel ab- 
bilde. In Fig. 44 ist VTi Mittelpunkt und a, k, sind die Flucht- 




Figur 44. 



punkte der Asymptoten. — Ein Halbkreis über aa' gibt den 
Ort aller Distanzpunkte ab, die möglich sind, wenn die Hyperbel 
gleichseitig* sein soll. Der Horizont muß den Kreis über aa' 
schneiden. Liegt wieder auf der Mittellinie 3TÜ und errichtet 
man wieder ein Lot auf LO in 0, so gibt der vom Lot ge- 
troffene Peripheriepunkt Jj den niedergeklappten Augenpunkt 
an, und J ist wieder Winkelmeßpunkt, Wenn vorhin bei Kreis- 
bildern der Hauptpunkt auf die Mittellinie beschränkt war, auf 
die Strecke JJ', so ist jetzt das Auge freier, da es nur darauf 
ankommt, den Maßwinkel aJa^ zu einem rechten zu machen. 
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Es kann jeden Punkt im Innern des Kreises einnehmen. Für, 
jede gewählte Richtung- des Horizontes tritt ganz dieselbe Über- 
legung ein, wie bei der 6lli|i|'t (S. 79). Es braucht daher hier 
die Zeichnung der Fig. 42 nicht wiederholt zu werden. 

13. Es ist bemerkenswert, daß bei irgend einem Distanz- 
punkte, der ««' unter rechtem MHnkel erscheinen läßt, alle 
konjugierten Durch mesaerpaare gleiche Lang'e haben, was durch 
Ausmessung in Fig. 44 dargestellt ist. — Es wurde das konju- 
gierte Durchmesserpaar yd genommen, die Teilpunkte Jy und 
Jd bestimmt, indem yJ und dJ auf F übertragen wurden. Zur 
Abwechslung wurde die Ausmessung der Durchmesserlängen 
in die Parallele zu F durch a' vorgenommen. Man findet [211« = 




Figur 45' 



^la']^yXia<^' = a%=lXl8. — Ferner aber findet man durch 
Projektion lUyc' ^^TXlSd', was nur bei gleichseitiger Hyperbel 
stattfindet und somit zu erweisen war. 

Soli yd das Hauptachsenpaar sein, so bestimmt der Kreis über 
yd alle mögUchen Distanzpunkte in doppelt unendlicher Mannig- 
faltigkeit, genau ebenso wie vorhin bei der Ellipse (S. 77). 

13. Er kann endlich //, 0, D ganz beliebig gewählt werden 
(Fig. 45). Ein Lot von auf die Flucht F trifft in L, daher 
wird LJ = LB gemacht und J muß Teilpunkt des gesuchten 
Kreises werden, der auf f die Fluchtpunkte eines konjugierten 
Durchmesserpaares trifft. Nun bilden alle konjugierten Punkten- 
paare ein hyperbolisches Punktensystem auf F, und J muß in 
der Peripherie eines Kreises der entsprechenden hyperbolischen 
Kreisachar liegen. Dieser Kreis ist also zu bestimmen. Man 
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ziehe die Gerade Jcc und errichte im Halbierung-spunkte (i eine 
Senkrechte, die die Mittellinie in / trifft. Dieser Punkt ist der 
Mittelpunkt eines Kreises, der durch «, «' und ^ geht, mithin 
der konjug-ierten elliptischen Kreisschar angfehört, [In Fig. 45 
ist der Kreis K zu verbessern, so daß l Mittelpunkt wird und 
der Kreis durch J geht] Er muß den gesuchten Kreis senkrecht 
durchschneiden. Deshalb muß der gesuchte Halbmesser in J 
senkrecht stehen. Das Lot auf Izl in ^ trifft F im Punkte m. 
Der Kreis mit Halbmesser mJ ist der gesuchte; er trifft F in 
den konjugierten Punkten / und &, die nun Fluchtpunkte der 
Hauptachsen sind für H, 0, D. Für diesen Kreis yö gibt es 
wieder eine doppelt unendliche Mannigfaltigkeit von Augen- 
punkten, in denen dieselben Hauptachsen erscheinen. 
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D. Anhang. 

I. Elemente der perspektivischen Abbildung. 

I. Das Bild. 

Vor dem Auge 3t (Fig. 46) befinde sich eine unendliche 
Ebene, die wir senkrecht annehmen. Sie heiße Bildebene. 
Das Auge 31 ist als mathematischer Punkt gedacht. Ein Lot 
von % auf die Bildebene treffe sie in einem Punkte 0, dem so- 
genannten Hauptpunkte. Der senkrechte Abstand 031 heißt 
die Distanz D. 

Im Räume vor uns befinde sich ein Punkt C (Fig. 46). Die 
Gerade C'31 heißt Projektionsstrahl, Er schneidet die Bild- 
fläche in einem Punkte c, 

.? dem Bilde von C. 

Alle Projektionstrah- 
_^ len, die durch 31 hindurch- 
gehen können, bilden ein 
Strahlenbündel. Aus 
der Bildebene schneiden 
•wir ein Stück heraus 
mittels einer mathema- 
tischen Linie PQBS, die 
Bildebene zerfällt in 




Figur 46. 



Ui 



wir Büdrahmen nennen wollen, 
zwei Teile: 

1. das Bild innerhalb des Rahmens, das eigenÜiÄi iillein 
Bild genannt wird, 

2, das Bildstück außerhalb des Rahmens, unbegrenzt nach 
allen Richtungen. 

Die von 9t nach dem Bildrahmen gezogene Schar von Pro- 
jektionsstrahlen bildet einen Strahlenmantel. Den Raum inner- 
halb dieses Mantels nennt man das Gesichtsfeld, 

Auch unendlich ferne Punkte denkt man sich projiziert, 
denn jedem solchen Punkte entspricht eine Richtung, und 
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86 Perspektivische Abbildung. 

einer Richtung- g-ehört immer auch ein Projektionsstrahl an. 
Das Bild aller unendlich fernen Punkte mag- der Kürze weg-en 
Himmel genannt werden. 

Eine zur Richtung- der Schwere senkrechte Ebene nennen 
wir horizontal. Eine solche Ebene kann auch durch 3t hin- 
durchgelegt werden ; sie heißt Horizontebene. Sie schneidet die 
Bildfläche in einer Linie H, die Horizont heißt. Das Lot 910 
trifft den Horizont H, also lieg-t im Horizonte. — Die drei 
zur perspektivischen Zeichnung- erforderlichen Bestimmung-s- 
atücke sind H, und Z>. Von diesen Stücken hängt die 
Deutung- der gezeichneten Bilder ab. Ein und demselben Pro- 
jektionastrahle g-ehört immer nur ein Punkt der Bildfläche an, 
also kann umgekehrt ein Punkt des Bildes unendlich viel Punkte 
des Raumes abbilden, nämhch alle Punkte des ihm entsprechenden 
Projektionsstrahles. Auch sollen nicht bloß die räumlichen Punkte 
vor dem Beschauerauge 21, sondern auch die hinter ihm liegenden 
projiziert und abgebildet werden. Es entsteht somit die Frage, 
wodurch es dem Beschauer kenntlich wird, welchen Punkt des 
Raumes ein Bildpunkt darstellt. 

Bei mathematischen Zeichnungen, von denen hier allein die 
Rede ist, sind es zwei Gebilde des Projektionsraumes, die wir 
durch Bezeichnung hervorheben wollen. Punkte, die unendlich 
weit sind, sollen in dieser Einleitung durch römische Ziffern, und 
wenn es unendlich ferne Punkte der Horizontebene sind, mit 
arabischen Ziffern bezeichnet werden. Sie liegen auf dem Hori- 
zonte. Femer stellen wir uns eine der Horizontebene parallele, 
also horizontale Ebene vor. Auf dieser Ebene denken wir 
uns den Beschauer stehend, auf dem Punkte f, den wir den Fuß- 
punkt des Beschauers nennen (Fig. 47). Die Höhe %f stellt die 
Länge des Beschauers dar; aligemeiner aber soll 91/ beliebig 
groß zu wählen sein. Doch nennt man die durch / gehende 
horizontale Ebene die Fußebene, wie groß auch 21/ sei. Jedem 
Punkte der Fußebene entspricht ein Punkt des Bildes. Die Ge- 
samtheit der Bildpunkte der Fußebene wollen wir das Terrain 
nennen. Ein Terrainpunkt soll in dieser Einleitung durch griechische 
Buchstaben bezeichnet werden. Nur wenn der Terrainpunkt im 
Horizont liegt, wird er, wie erwähnt, durch arabische Ziffern 
als unendlich fern liegend erkannt. Wenn man nämlich die 
Punkte der Fußebene immer weiter und weiter annimmt, so 
nähern sich die entsprechenden Bildpunkte dem Horizonte; bis 



Hosted by 



Google 



endlich die unendlich fernen Punfete der Fußebene durch die 
Horizontebene selbst projiziert werden. Der Horizont ist also 
das Bild der unendlich fernen Punkte der Faßebene. 

In Fig*. 47 ist eine in der Fußebene durch/ hindurchgehende 
Gerade Ma von 31 aus projiziert. Die mit lateinischen Buch- 
staben bezeichneten Punkte der Fußebene sind im Terrain mit 
griechischen Buchstaben bezeichnet. Zwei Teile können im 
Terrain unterschieden werden, nämlich innerhalb des Rahmens 
und außerhalb. Die Eildpunkte a bis e lieg-en innerhalb, £, x und 




Figur 47. 

i. außerhalb. Die unendlich gfroße Strecke von a bis ins Un- 
endliche wird abgebildet durch et bis 0, denn ist das Bild 
des unendlich fernen Terrainpunktes der in der Fußebene 
liegenden Geraden ka. — Punkte zwischen der Bildfläche und 
dem Beschauer fallen zum grüßten Teile außerhalb des Rahmens, 
wie ^. Das Bild des Fußpunktes / liegt unendlich Weit. Bei 
der Abbildung der Fußebene innerhalb des Rahmens verzichten 
wir also nur auf ein kleines Stück der Fußebene io unmittel- 
barer Umgebung- des Beschauers. 
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Aber auch der Teil der Fußebene, der im Rücken lieg^t, 
soll projiziert werden. In unmittelbarer Nähe des Beschauers 
üeg-ende Punkte wie k, g;eben Bildpunkte wie x, die außerhalb 
des Rahmens lieg^en. Rückt der Punkt von k weiter nach hinten 
nach /, so rückt der Bildpunkt von k herab nach l und nähert 
sich immer langsamer dem Punkte 0, der der Bildpunkt des 
vorderen wie des hinteren unendlich fernen Punktes ist. Dieses 
Bildgebiet oberhalb des Horizontes wollen wir das Rücken- 
terrain nennen, sobald es sich um Abbildung- der in der 
Fußebene liegenden Punkte handelt. Es bedeuten also fortan 
griechische Buchstaben über dem Horizonte Punkte des Rücken- 
terrains. 

Die Fußebene hat unter dem Beschauer in /' von vorn nach 
hinten Zusammenhang, während auf der Bildfläche der Über- 
gang von der unteren zur oberen Unendlichkeit statthat. Anderer- 
seits dehnt sich die Fußebene vorn und hinten Ins Unendliche 
aus; im Bilde stellt derHorizont einen Zusammenhang her zwischen 
der hinteren und der vorderen Unendlichkeit, 



2. Punkte, Linien, Richtlinien, Fluchtpunkte. 

Da ein Punkt im Räume durch drei Koordinaten bestimmt 
wird, so wird auch perspektivisch eine räumliche Bestimmung 
durch drei Stücke nötig werden. Wenn 
wir nun durch griechische Buchstaben 
Terrainpunkte bezeichnen, so sind da- 
mit schon zwei Koordinaten gegeben. 
Errichten wir von einem Punkte ein 
Lot auf die Fußebene und projizieren 
alle Punkte dieses Lotes, so wird unser 
Bild in einer vertikalen Linie ge- 
schnitten, begrenzt vom Punkte und 
seinem Fußpunkte. In Fig. 48 hegen 
die Punkte a, b, e vor dem Beschauer, 
weil a, ß, Y unter dem Horizonte liegen, 
und zwar sind a und c über der Fuß- 
ebene, und b ist um bß unter der Fuß- 
ebene. Die Punkte d, e, z aber liegen 
im Rücken des Beschauers, und zwar d und e über der Fußebene 
und a unter der Fußebene. Liegt aber ein Punkt unendlich weit, 



r 

Figur 48. 
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Punkte, Linien, Richtlinien, Fluchtpunkte. go 

SO muß das Lot auf die Fußebene diese auch im Unendlichen 
treffen, also lieg'en die Terrainpunkte dann im Horizont, wie 
z. B. II und Il2 , in Fig. 49. Der Punkt I liegt entweder vom 
über dem Horizont oder hinten unter dem Horizontpunkt 1; 
ebenso liegt II vorn unter 2 oder im Rücken über 2. 

Zwei Punkte, wie «/« und bjß {Fi^. 50) bestimmen die Gerade 
ab. Man findet ihren Terrainschnitt und ihren unendlich fernen 
Punkt, indem man den Schnittpunkt y der Geraden ab mit 
ihrer sog^enannten Spur aß aufsucht, ferner den Schnittpunkt i 
im Horizont verzeichnet und ein Lot ll errichtet. Der Punkt 
Iji ist das Bild des unendlich fernen Punktes von ab. Er heißt 
Fluchtpunkt. Soll nämlich der unendlich ferne Funkt einer 



Figur 49, Figur 50. Fignr 51, 

Geraden abgebildet werden, so muß dtu-ch 3t ein Projektions- 
strahl nach ihm hin gedacht werden. Dieser Strahl ist parallel 
ab und heißt RichtstrahL Sein Schnitt mit der Bildfläche 
gibt das Bild / des unendlich fernen Punktes. 

Ist ein Terrainpunkt a gegeben (Fig, 51), so g^ibt es unendlich 
viele Punkte im Räume, die er abbilden kann, nämlich alle Punkte 
des durch a streichenden Lotes, — Soll aber a ein Punkt sein, 
so sind unendlich viel Terrainpunkte wie a, «^ möglich, die ihm 
entsprechen können; Sie liegen gleichfalls im Lot durch a. Alle 
Punkte, deren Terrainspur unterhalb H liegt, befinden sich vor 
dem Beschauer und sind Teile des vorderen Projektionsstrahles, 
— alle Punkte, deren Terrainspur über H, liegen in demselben 
Projektionsstrahl, aber im Rücken des Beschauers. Gerade 
Linien werden perspektivisch am bequemsten durch Fluchtpunkt 
und Terrainschnittpunkt dargestellt. Alle Geraden, die einander 
parallel sind, haben dieselbe Richtung im Räume, daher ent- 
spricht ihnen allen ein und derselbe Fluchtpunkt. 

Ob eine Gerade vor dem Beschauer ansteigt, wird 
durch die Erhebung des Fluchtpunktes über dem Hori- 
zont entschieden. In Fig. 52 sind drei einander parallele 
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Gerade oi, cl, dl verzeichnet; alle drei steig^en vor dem Be- 
schauer empor, im Rücken liegen die absteig-enden Teile zl, 
ßl el, weil / unter dem Rückenhorizont liegt, al ist vorn an- 
steigfend, aber auch el, denn es ist parallel al: der Teil ßl und 




Figor 52. 

die Veriängerung bis zur Unendlichkeit der Bildfläche über ß 
hinaus, liegt ganz im Rücken des Beschauers. Die Gerade ^TI 
ist eine vor dem Beschauer vom Terrainpunkte | aus hinab- 
steigende Linie, der Teil /// liegt ansteigend im Rücken. 

3. Ebenen, Richtebene, Fluchtlinie, Ebenengebiete. 

Soll eine Ebene abgebildet werden, so bietet sich zunächst 
ihr Terrainschnitt T (Fig. 53) dar. Um ihre unendHch fernen Punkte 
abzubilden, denken wir uns eine durch 
■^ 3t gehende parallele Ebene. Sie heißt 

Richtebene. Sie projiziert alle un- 
endlich fernen Punkte und schneidet 
die Bildfläche in einer Geraden, der 
Fluchtlinie F. Ihr gehört auch der 
unendHch ferne Terrainpunkt an, 
also müssen sich F und T auf H 
schneiden. Die Geraden al,ßll, ylll 
und älV liegen in der Ebene. 

Steht eine Ebene vertikal, d. h. senkrecht zur Fußebene, so 
ist auch die ihr parallele Richtebene senkrecht zur Fußebene. 
Nun ist aber auch die Biidfläche senkrecht zur Fußebene. Zwei 
solche senkrechte Ebenen können sich nur in senkrechten Ge- 
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raden schneiden, mithin haben alle vertikalen Ebenen Flucht- 
linien, die senkrecht zu H stehen. Die meisten geometrischen 
Konstruktionen beruhen auf der Annahme vertikaler Ebenen, 
die man durch jede be- 
hebig^e Gerade hindurch 
legen kann. — Ist 16 
(Fig". 52) eine Gerade, so 
gibt das Lot auf den 
Horizont die Fluchtlinie 
1 1 der Vertikalebene 
durch la an. 

Alle einander pa- 
rallelen Ebenen 
haben ein und die- Figur S4- 

selbe Fluchtlinie. 

Ihnen entsprechen unendlich viel Terrainschnitte, die ein Strahl- 
büschel im Horizontpunkt bilden. 

Im Bilde (Fig. 54) erscheinen innerhalb der beiden Linien 
F und T vier Abteilungen. Es üegt A vorn über dem Terrain, 
B vom unter dem Terrain, C hinten über dem Terrain, D hinten 
unter dem Terrain. 




4. Hanptrichtlinien und Ebenen. 

Wir unterscheiden drei Hauptrichtungen von Linien und 
drei Hauptrichtungen von Ebenen, die in Fig. 55 dargestellt sind: 
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Von einfach unendlicher Mai 
Linien, 
t. Orthogonal 

2. Vertikal 

3. Brachial 

Orthogonale Linien stehen 
senkrecht zur Bildfläche, Zu 
ihnen gehört auch der allen ge- 
meinsame Richtstrahl 910. Alle 
orthogonalen Linien flüchten 
nach und umg^ekehrt, alle 
nach flüchtenden Linien sind 
orthogonal. 

Vertikale Linien sind ein- 
ander parallel. Zu ihnen ge- 
hört auch der allen gemein- 
same Richtstrahl, der nach Foo 
flüchtet und umgekehrt Was 
nach Foo flüchtet, ist vertikal. 

Brachiale Linien sind einander 
parallel. Zu ihnen gehört auch 
der allen gemeinsame Eicht- 
strahl 31-Bco, der nach 5co 
flüchtet. Alle brachialen Linien 
flüchten nach Boa und um- 
gekehrt, Gerade die nach Boo 
flüchten, sind brachial. Alle 
brachialen Linien sind auch im 
Biide einander parallel und 
parallel dem Horizonte. 

Es stehen die Gebilde beiderseits immer senkrecht auf- 
einander wie in Fig. 55 ersichtlich. Die drei Hauptfluchtpunkte 
und Hauptflucht ebenen sind in Fig. 56 dargestellt. 

Zur völligen Bestimmung Zur völligen Bestimmung 

einer orthogonalen, vertikalen einer frontalen, horizontalen 
oder brachialen Linie oder stathmalen Ebene 

genügt die Angabe eines einzigen Punktes. 



ligfaltigkeit sind: 
Ebenen. 
i. Frontal 

2. Horizontal 

3. Stathmal 

Frontale Ebenen sind parallel 
der Bildfläche. Zu ihnen ge- 
hört auch die allen gemeinsame 
Richtebene, die Beschau er ebene 
durch 31. Alle frontalen Ebenen 
flüchten nach Fco, den unendlich 
fernen Punkten der Beschauer- 
ebene, und umgekehrt. 

Horizontale Ebenen sind ein- 
ander parallel. Zu ihnen ge- 
hört auch die allen gemeinsame 
Richtebene durch 9t, die nach H 
flüchtet. Alle Ebenen, die nach 
ö flüchten, sind horizontal. 

Stathmale Ebenen sind ein- 
ander paraliel. Zu Ihnen ge- 
hört auch die allen gemein- 
same Richtebene durch 9(. Sie 
schneidet die Bildfläche in der 
Stathme S, nach der alle 
stathmaien Ebenen flüchten 
und umgekehrt. Alle Terrain- 
ach nitte müssen durch hin- 
durchgehen. 
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Projiziert man den Raum vom Zentrum Ül aus statt auf die 
Bildfläche auf eine Kug-elfläche, deren Mittelpunkt in St lieg-t, 
so erscheinen 0, V, B als End- so erscheinen F, H, S als drei 
punkte dreier ,, senkrechtsich 

aufeinander 
senkrecht ste- 
hender Ach- 
sen. Der Be- 
schauer sieht 
nach hin, 
dem Pole des 

Kreises F. 
Sein Scheitel 
( Vertex) weist 
nach V, dem 
Pole des Hori- 
zontalkreises, 

die Arme (brachia) weisen nach 
S,dem Pole des vertikalen Mittel- 
kreises S. 




kreis S gehört zu den Polen B. 



Alle Linien und Punkte g^ehören s 
der im Rücken liegenden Halbkugel an. 

Von zweifach unendlicher Mannigfalt 



ohi der vorderen als 



Linie 



Linien, 
die in einer 
frontalen | 

horizontalen oder \ Ebene 
stathmalen I 

hegen; solche Linien heißen 
demgemäß frontal, horizontal, 
stathmal. Sie flüchten nach 
irgend welchen Punkten der 
Linien Fco, H oder S. 

Einem jeden Gebilde dieser Art gehört eine zweifach un- 
endhche Mannigfaltigkeit zu, denn 

alle nach einem Punkte von alle Ebenen, die in dieser Rich- 
J'oo, ^oderS flüchtenden Linien tung durch 0, Fco oder B^o 
bilden eine Paralielenlinien- streichen, bilden eine Parallel- 
schar, mithin eine unendliche ebenenschar, mithin eine un- 



Ebei 
in denen eine 
orthogonale 
vertikale oder 
brachiale 
liegt, heißen orthogonal, vertikal 
oder brachial. Ihre Fluchten 
gehen durch die Punkte 0, Foo 
oder -Soo- 
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Mannigfaltigkeit. Dasselbe gilt 
für jeden Punkt der drei Haupt- 
fluchtlinien, daher entsteht eine 
Mannigfaltigkeit in zweiter Po- 



Die Gebt! dl 
als Spezialfälle 
sein, denn 

die Frontalflucht F^ enthält die 
Hauptpunkte Vao und Boa, mit- 
hin sind alle vertikalen und 
brachialen Linien auch frontal, 
aber nicht umgekehrt. Brachiale 
lind orthogonale Linien sind zu- 
gleich horizontal, aber nicht 
umgekehrt. Orthogonale und 
vertikale Linien sind zugleich 
stathmal, aber nicht umgekehrt. 



endliche Mannigfaltigkeit. Das- 
selbe gilt für jede andere durch 
jene Punkte streichende Flucht- 
linie, daher entsteht eine Mannig- 
faltigkeit in zweiter Potenz, 
fach unendlicher Mannigfaltigkeit müssen 
■nen zweifacher Mannigfaltigkeit enthalten 



der Orthogonalpunkt ist der 
Schnitt von Fi und S, mithin 
sind alle horizontalen und stath- 
malen Ebenen zugleich ortho- 
gonal, aber nicht umgekehrt. 
Stathmale und frontale Ebenen 
sind zugleich vertikal, aber nicht 
umgekehrt. Frontale und hori- 
zontale Ebenen sind zugleich 
brachial, aber nicht umgekehrt. 



5. Spurenfaestimmung. 

Soll ein gegebener Bildpunkt a in einer durch F und T 
bestimmten Ebene liegen, so findet man den Fußpunkt a von a, 
indem man eine beliebige Gerade durch a zieht, die die Flucht 
in /, das Terrain in y schneiden möge 
jrig. 57)- Durch /und / lege man eine 
vertikale 
Ebene , 1 1 

senkrecht 
auf B, ziehe 
durch a eine 
vertikale Li- 
nie, so wird 
diese den 
E'ußpunkt a treffen als Schnitt mit der Spur iy. 

Zahlreiche Aufgaben über Ebenen und Linien findet man 

in den „Elementen" (S. 43 — 54). — Hier seien noch die im 

Folgenden besonders wichtigen Parallelkonstruktionen erwähnt. 

Soll durch a/o eine Gerade parallel einer nach / fi lichten den 

Geraden gezeichnet werden, so braucht man nur o mit / zu 





Figur 



Figur 58. 
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verbinden. Soll die durch aja (Fig. 58) zu ziehende Gerade zwei 
gegebenen Ebenen, deren Fluchten F^ und F^ sind, parallel sein, so 
verbinde man a mit dem Durchschnitt / der beiden Fluchtlinien 
F^ und F^. Die Terrainschnitte Tj und T^ können hierbei nicht 
in Betracht kommen. "Weitere Aufgabe s. Elem. S. 53 und 54. 



II. Projekt! visclie Beziehungen. 

Elliptische, parabolische und hyperbolische Punkten- 

nnd Kreissysteme. 

Die Punkten- und Kreissysteme spielen eine so hervorragende 
Rolle, daß eine Aufnahme dieser Gebilde in den Elementar- 
unterricht zu empfehlen wäre. Ihre Herleitung aus projekti vischen 
Beziehungen, die Kenntnis harmonischer Punkte und Strahlen, 
sowie die Gesetze von Pol und Polare sollten ebenfalls als ele- 
mentare und als allgemein bekannt vorauszusetzende Gebiete 
angesehen werden können. Da das leider nicht möglich ist, und 
manchem Leser eine gedrängte Zusammenstellung dienlich wäre, 
so sollen die Sätze, soweit sie im Vorhergehenden angewandt 
wurden, kurz ohne Beweise in Erinnerung gebracht werden. 

z. Projektivische Gebilde. 

Eine Gerade A und ein Punkt B (Fig. 5g) werden aufeinander 

bezogen, so daß jedem Punkte c, 0, b von A ein Strahl <;, 

a, b entspricht. Die 

Gesamtheit aller Punkte 
auf.^heißteinePunkten- 
reihe und die Gesamtheit 
aller Strahlen durch -Bein 
Strahlbüschel, Jedem 
Strahl von ß entspricht 
ein Punkt auf A und um- 
gekehrt. Zwei solche Ge- 
bilde heißen projek- tieur so 
tivisch; die Lage, in 

der die Gebilde entstanden und aufeinander bezogen sind, heißt 
perspektivische Lage. Ein Strahl q geht parallel A; es ist 
der einzige, der A nicht schneidet, indes sagt man: der Strahl tf 
schneide die Gerade A im unendlich fernen Punkte q, der auf 
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beiden Seiten im Unendlichen der Richtung^ nach vorgestellt 
werden kann. Man sagt: die Gerade A habe im Unendlichen 
nur einen Punkt. 

2. Schiefe Lage. 

Versetzt man A, ohne die Namen der Punkte zu ändern, 
in eine andere Lag-e Aj^ (Fig- 60), so 
heißen B und A^ immer noch projek- 
tivisch, aber ihre Lag-e ist nicht mehr 
perspektivisch, sondern schief. 
Ebenso kann B als starr gedachtes 
Gebilde versetzt werden nach B^, und 
A und B^ heißen projektivisch und ihre 
Lage ist eine schiefe. 




3. Projektivische Beziehung von Geraden zu Geraden 
und Strahlbüscheln zu Strahlhüscheln. 

Auf eine Gerade A können unendlich viele Strahlbüschel wie 
B, -B, (Fig. 61) bezogen werden, dann sind die Strahlbüschel 
untereinander projektivisch und A ist ihr perspektivischer Durch- 
schnitt. Ebenso können Gerade mit B in perspektivische 




Figur 6 



Beziehung gebracht werden {Fig. 62) und diese Geraden heißen 
mit einander projektivisch und B ist ihr Projektionspunkt. 

In Fig. öl können die Büschel B oder .ß, und in Fig. 62 die 
Geraden A oder A^ als starre Gebilde in andere schiefe Lage 
gebracht werden, ohne daß die projektivische Beziehung auf- 
horte, — was durch folgende quantitative Beziehung noch ver- 
deutlicht wird. 

Sind zwei Gerade A und A^ projektivisch und ihre Lage 
perspektivisch (Fig. 63), so sind im Schnittpunkte zwei ent- 
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sprechende Punkte e und Cj vereinigt. Ferner ist ein Strahl 
q paraüel A und dem unendlich fernen q entspricht auf A^ ein 
endlicher Punkt q^. Ein anderer Strahl r ist A^ parallel; dem 
Punkt % im Unendlichen entspricht ein endlicher Punkt r auf A. 

4^ 




Figur 63. 

Es entsprechen die Punkte 6 bis q, also die einer unendlich 
großen Strecke, den Punkten von b^ bis q,, und der endlichen 
Strecke rb entspricht die unendlich große Strecke x^^; auch 
entspricht der endlichen Strecke fiiqiCj die unendliche Strecke 6qc, 
und der unendlichen b,t,c, die endliche 6rc. — Die Punkte r, q^ 
heißen Durchschnitte der Parallelstrahlen. 



4. Doppelverhältnisse. 

Zwischen den von Strahlen eingeschlossenen Winkeln wie 
(ae), {bc) und den zwischen den ent- 
sprechendenPunktenlieg-enden Strecken 
ac, bc {Fig. 64) finden folgende Bezieh- 
ungen statt, wo unter Winkel c, oder 
a, die Winkel bei c und bei a gemeint 
sind, d. h. die Winkel, die die Strahlen 
e, a, mit A einschheßen. 




Figur 6^. 



(ao) > 



Es ist ac 

Ba sin (c) I 

, 06 sin (ab) ( 

und -^^ = — -. — ;,- ,1 

Ba sm (b) ' 



sin (de) 



sin (ac) 
sin (ab) 



sin (b) 
sin (c) ' 




1 (db) 



MC)' 
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hieraus, wenn man rechts beide Gleichungen durch einander 
dividiert, 

_^ ^ = sin (ac) ^ sin {de) 
ab ' b6 Sin (ab) ■ sin {db) ' 

In dieser Gleichung- kommen nur noch die Strecken auf 
A und die Winkel zwischen entsprechenden Strahlen 
vor. Aus dieser Gleichung folgt: Zwischen je vier Elementen 
des einen Gebildes und den vier entsprechenden des 
anderen besteht eine feste Beziehung-, so daß, wenn je 
drei Elemente, a, 6, c, und a, b, c g-eg-eben sind, zu jedem 
vierten beliebig angenommenen Elemente b sich das 
entsprechende d aus der Gleichung berechnen läßt; 
ebenso könnte d beliebig angenommen, undb berechnet 
werden. Wir haben also den Satz: 

„Bei irgend vier entsprechenden Elementenpaaren, 
a, a, 6, b, c, c, h, d ist ein Doppelverhältnis, gebildet aus 
vier Abschnitten von A gleich dem entsprechenden 
Doppelverhältnis aus den Sinussen der Winkel, die 
jenen Abschnitten entsprechen." 

In den Doppeiverhältnissen muß die Ordnung beachtet 
werden ; man nimmt die Abstände irgend eines Punktes, z. B. a, 
von zwei anderen, i und c und setzt sie in Verhältnis zu den 
Abständen des vierten, b, zu denselben anderen b und c. Es er- 
scheinen also immer zwei Elemente einander zugeordnet. Da 
nichts über die Lage der vier Elemente bestimmt ist, so darf 
man beliebige zwei einander zuordnen. 

Sind nun zwei Gerade A und A' mit einander projektivisch, 
so besteht für eine jede dieser Geraden aus entsprechenden 
Elementen ein Doppel Verhältnis mit dem Büschel im Projektions- 
punkte -ß, folglich besteht auch ein Doppel Verhältnis für die 
Strecken auf A und A,: 

ab ii _ a,b, ^ h^bi 
ac ' bc ^ a,q ' b^q ' 

Ähnliches gilt für die Gleichheit der Doppelverhältnisse aus 
den Sinussen der von entsprechenden Strahlen zweier Büschel 
eingeschlossenen Winkel. 

Man kann also in zwei Gebilden A und ^j oder B und Sj 
irgend drei Elementenpaare beliebig annehmen und 
festsetzen, die Gebilde sollen projektivisch sein- Zu 
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jedem vierten beliebig" gewählten Elemente des einen Gebildes 
gehört ein bestimmtes Element des anderen Gebildes. Das Zurück- 
bringen der Elemente aus der schiefen in die perspektivische 
Lag-e sowie die Bestimmung- entsprechender Elemente bei schiefer 
Lage, d. h. die schiefe Projektion soll hier nicht näher er- 
örtert werden, weil dies Gebiet in unserer vorliegenden Ab- 
handlung keine Verwendung findet. Wir verweisen auf die 
„Elemente" Seite 12 — 14. 

5. Spezielle Fälle. 

In einzelnen sehr wichtigen Fällen treten Vereinfachungen 
auf. Sie finden zahlreich Anwendung und bilden zugleich den 
Ausgangspunkt für Punkten- und Kreissysteme. 

Nimmt man bei vier Elementen statt c, c,, und b, b^, die 
einander entsprechenden Paare q, q, und r, r^, so hat man 

aq _ or a,n, ^ a^v, 

bq ' f)r b,qj ' b^r^ " 

Hier ist das erste und das letzte Verhältnis = 1, weil q und 
ij unendhch weit liegen, mithin ist 

— = -^^- oder at'a,q, -= Or-b.q,, 

d.h. bei zwei projekti vischen Gebilden j4, -4j ist das Recht- 
eck unter den Abständen irgend zweier entsprechender 
Punkte von den Durchschnitten {x,(\^) der Parallelstrahlen 
unveränderlich, speziell also auch^-tt-ejq^- Die entsprechenden 
Lehrsätze für Strahlbüschel s. Elemente S. I4r, 

6. Harmonische Punkte und Strahlen. 

Der zweite überaus wichtige Fall tritt auf, wenn die vier 
Elemente eines Gebildes so liegen, daß das Doppel Verhältnis aus 
ihnen = ) wird. Wenn allgemein in 

ai bb sin {ab) _ sin (db) 

ac ' bc sin (ac) ' sin (de) 

die linke Seite der Gleichung = 1 wird, so ist auch die rechte 
Seite •= 1 ; es ist alsdann 

_^ = _^ und — -^ = sin (db) 
OC bc sin (ac) sin {de) ' 
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d. h. die vier Punkte liegen so, d. h. die vier Strahlen liegen so, 

daß die Abstände .^ j ^ ^ daß die Sinusse 

zugeordneter \~ \ / X der Winkel, die 

Punkte (0 und b) \, \ / /^ zwei zugeordnete 

von den zwei ^\ s Irf y^ Strahlen (a und 

anderen (6 und 1^ rf) mit den beiden 

c) gleiches Ver- jf^^ anderen (6 und c) 

, ... Figur 65. ' ' 

naltnis zueman- einschließen, 

der haben (Figur 65). gleiches Verhältnis zueinander 

haben (Figur 65). 

Unter diesen Bedin^unß^en heißen die vier ?; 7-^ — vier 

^ ^ Strahlen 

, , Punkte, , . ... und b, b und c, 



Strahlen, 

. ^ , . , Punkten- „ 

zugeordnete harmonische -^ t-, Paare. 

Strahlen- 

Die Gleichung kann auch geschrieben werden rv = ;— . d. h. 

ob bc 
man kann die Strecken auch von a und b nach b und C nehmen. 
Wir erkennen ferner, daß: 

Wenn irgend zwei projektivischen Gebilden 
irgend vier Elemente des einen harmonisch sind, 
auch die ihnen entsprechenden Elemente des anderen 



daß vier harmonische 
Punkte einer Geraden in 
jedem Punkte der Ebene 
vier harmonische Strahlen 
bestimmen. 

Es seien irgend zwei Punkte a und 6 einander zugeordnet 
und der Halftungspunkt heiße m (Fig. 66). Dann gibt ea zu ff, 6 
unendlich viel einander zugeordnete harmonische Punktenpaare 
ba . 
= bb ^^^°- 

Liegt c zwischen m und 6, so ist -7"> i; mithin muß b auf 

CD 

derselben Seite von m liegen, aber außerhalb fx^. Je näher c 
an b heranrückt, umsomehr nähert sich auch b dem Punkte t. 





Auch folgt; 






daß 


vier ha 


r m n i s c h e 


Strahlen eine 


s BÜ 


schels 


von 


jeder G 


erad 


en m 


vier 


harmonis 


chen 


Punk- 


ten 


geschnitt 


en w 


erden. 
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Rückt c über 6 hinaus, so rückt b ins Innere von a6, denn c 
und b haben ihre Stellungen vertauscht. Gelangt b in die Mitte 
nt, so wird die rechte Seite der Gleichung- ^^ i; da nun auch 
die linke Seite = 1 vi'erden muß, liegt c im Unendlichen und 
springt auf die andere Seite der Geraden über, wenn b sich 
dem a nähert. Hat b die 
Strecke ma durchwandert, 
so ist der zugeordnete Figur 66. 

Punkt entgegengekom- 
men, bis beide in a zusammenfallen und beim Fortrücken von b 
nach außen, kommt c ins innere Gebiet. Hieraus folgt für Strahl- 
büschel, daß zugeordnete Strahlenpaare miteinander wechseln 
müssen, und wenn c den Winkel ah halftet, so muß es auch 
d tun, d. h. es muß d auf c senkrecht stehen. Wir erhalten 
folgende Sätze: 



1. In irgend zwei festen Punk- 
ten a, b einer Geraden A (Fig. 66) 
gibt es unendlich vielPaare zuge- 
ordneter harmonischer Punkte 
C, b, und namentlich ist der in 
der Mitte zwischen a und 6 
liegende Punkt m und der un- 
endlich entfernte Punkt q ein 
solches Paar; ferner ist in jedem 
der beiden Punkte a und b ein 
Paar vereinigt. 

z. In irgend einem festen 
Punkt m einer Geraden A und 
zu ihrem unendlich fernen 
Punkte q g-ibt es unendlich 
viel zugeordnete harmonische 
PunkCenpaare wie a, b, und zwar 
sind je zwei solcher Punkte 
gl eich weit von jenem festen 
Punkte entfernt, 

3. Liegt von vier harmoni- 
schen Punkten einer in der 
Mitte zwischen zwei einander 
zugeordneten, so ist sein zu- 



1. Zu irgend zwei festen Strah- 
len a, h eines Strahlbüschels gibt 
es unendlich viel Paare zuge- 
ordneter harmonischer Strahlen 
d, c und namentüch sind die zwei 
Strahlen, die die von jenen 
Strahlen gebildeten Winkel 
hallten, ein solches Paar; femer 
ist mit jedem der Strahlen a, h 
ein Paar vereinigt. 

2. In irgend zwei zueinander 
senkrechten festen Strahlen, 
etwa c, d, eines Strahlbüschels 
B gibt es unendlich viel zuge- 
ordnete harmonische Strahlen- 
paare wie a, i, und zwar sind 
je zwei solche Strahlen gleich- 
weit von jedem der zwei festen 
Strahlen entfernt. 

3. Schließt von vier harmoni- 
schen Strahlen einer mit zwei 
einander zugeordneten gleiche 
Winkel ein, so tut sein zuge- 
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geordneter unendlich entfernt; ordneter ein Gleiches; und um- 

und umgekehrt: ist von den gekehrt: sind zwei zugeordnete 

vier Punkten einer unendlich Strahlen zueinander senkrecht, 

entfernt, 30 liegt sein zuge- so hälften sie die von den beiden 

ordneter in der Mitte zwischen anderen Strahlen eingeschlosse- 

den zwei zugeordneten Punkten, nen Winkel. 

Ferner erhalten wir einen wichtigen Satz aus folgender 
Betrachtung. 

Es seien a, 6, C, b vier harmonische Punkte, also rr = ;— ■ 

6b bc 

-y --— -^ J- j^ Setzen wir fest, daß die Strecken 

auf der Geraden Ä in einer 

'^'" ^' Richtung, z, B, nach rechts in 

Fig. 67 positiv und in der entgegengesetzten negativ zu nehmen 

ab_ 

6b 

Es Hegt m auf der Hälfte von ab; daher kann vorstehende 
Gleichung geschrieben werden: 

ant + mb , am-|-mc „ , 

i r + z — -1 = f ' also 

bin + mb ' bm + mc 

am-im + am-mc-^inb'bm-l-mb-inc 
-|-am-6in-|-6m-nic-[-mb'am-|-mb'mc^fl 
und da ain = mb 

mb'mc==om* = (im^, d. h. 
Bei vier harmonischen Punkten ab, cb ist das 
Rechteck (mb-inc) unter den Abständen zweier 
zugeordneter Punkte c, b von dem Punkte m, 
der die Strecke zwischen den zwei anderen 
Punkten ab hälftet, gleich dem Quadrat des 
halben Abstandes der letzteren Punkte a, b 
voneinander. 



7. Vierseit und Viereck. 

Zur Auffindung harmonischer Punkte dienen die bekannten 
Sätze über das vollständige Vierseit und Viereck, die wir hier 
zusammenstellen : 

1. Je vier Gerade Ä, B, C, D 1. Je vier Punkte a, b, c, b 

{Fig. 68a) heißen ein voll- (Fig. 68b) heißen ein voil- 
ständigesVierseit. Diesechs ständiges Viereck. Die sechs 
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Durchschnitte 0, 6, c, t), t, f 
heißen Ecken; das Vierseit 
hat drei Paar einander gegen- 
überJiegende Ecken und 6, c 
und b, e und f. Es hat drei 
Diagonallinien 06, cb, ef oder 
X, t/, s, die sich in drei Punkten 
r, I), j schneiden. 

Das liirrdt hat also Diagonal- 

Inirn. 




Verbindungsgeraden a, b, e, d, 
e, f heißen Seiten; das Vier- 
eck hat drei Paar geg^enüber- 
liegende Seiten a und b, c und 
d, e und f. Es hat drei Diagonal- 
punkte ab, cd, ef oder p, 9, j, 
die die Verbindungen x, y, z 
ergeben. 

Das Vierfik hat also Diagonal- 

pnitltit. 




Figur 68 a. 






2. Im Vierseit sind die Schnitt- 
punkte der Diagonalhnien ein 
zugeordnetes harmonisches 

Punktenpaar zu den iii den 
Diagonalen liegenden, einander 
zugeordneten Ecken, also 



2. Im Viereck sind die Ver- 
bindungen der Diagonalpunkte 
ein zugeordnetes harmonisches 
Strahlenpaar zu den in den Dia- 
gonalpunkten sich schneiden- 
den, einander zugeordneten 
Strahlenpaaren, also 
y und z zugeordnet zu a und h, 



1] und j zugeordnet zu a und b, 

ä « r r. -t t „ b, 2 „ » „ „ C ,. d, 

f „ 9 „ „ e „ f. a! „ y „ „ e „ /. 

Soll zu drei gegebenen Punkten einer Geraden der vierte 
harmonische Punkt gefunden werden, so sei etwa a, 6 ein zu- 
geordnetes Paar (Fig. 69 a); es soll zu C der harmonische Punkt b 
gefunden werden: Man ziehe eine beliebige Linie B durch c, nehme 
irgend zwei Punkte 0, b^ auf ihr an, ziehe die Geraden aöj, bb,, ati^ 
und 0, b. Die Schnittpunkte e und \ miteinander verbunden, treffen 
den gesuchten Punkt b. Es sind nämlich A, B, C die Diagonal- 
seiten des Vierseits afia^bi, daher sind c und b harmonisch zu 
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a und t). Liegt der gegfebene dritte Punkt zwischen a und 6 
(wie etwa b), so ziehe man die Linie C, nehme e und f an, ziehe 
af, bf, ae und l)e. Die Punkte a, und &j miteinander verbunden 
werden alsdann den Punkt c treffen. 

Soll zu drei g^egebenen Strahlen eines Büschels A der vierte 
harmonische Strahl gefunden werden, so sei etwa a und b 
(Fig. 69b) ein zugeordnetes Strahlenpaax und man suche zu c den 
zugeordneten harmonischen Strahl, Man nehme auf c einen 
Punkt S an, ziehe zwei Strahlei 



durch 




Figur 69 a. 



Figur 69 b, 



jB, die a und b in a, Qj, b, Bj treffen, verbinde a mit tij, a^ mit 6, 
die sich in C schneiden, dann ist ^Cder gesuchte Strahl d, denn 
ABC sind Diagonalpunkte des Vierecks a a, ^ \, mithin sind 
die Verbindungen AC und AB harmonisch zu a und b. Liegt der 
dritte, gegebene Strahl zwischen a und b, wie etwa d, so wähle 
man den Punkt C und ziehe die zwei Linien hindurch. Die Ver- 
bindungen ab und a,b, geben alsdann den Punkt B und AB ist 
der gesuchte Strahl 0. 

"Wegen der Aufgabe, durch einen gegebenen Punkt a eine 
Gerade nach dem unzugänglichen Durchschnitt zweier Geraden 
zu ziehen, verweisen wir auf die Elemente S. 63. 

8. Pol und Polare. 

Die Anwendung der Lehrsätze über das Vierseit und Vier- 
eck führt, wenn man das Vierseit aus vier Tangenten an einem 
Kegelschnitt bildet, und wenn das Viereck nur Punkte eines 
Kegelschnittes sind, zu folgenden wichtigen harmonischen Be- 
ziehungen : 

i. Dreht sich eine Gerade .d 1. Bewegt sich ein Punkt tf 

um irgendeinen in ihr liegenden in einer festen Geraden Y in 
Punkt X (Fig. 70a und 70b}, so der Ebene eines Kegelschnittes 
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ist 1., der Ort des Punktes y, 
der zu den zwei Durchschnitts- 
punkten (a', b') mit dem Kegel- 
schnitt und dem festen Punkte 
der vierte harmonische Punkt 
(y') ist, eine Gerade Y. 

2. In dieser Geraden Y liegen 
zugleichdieDurchschnittsp unkte 
zweier Tangenten («, ß), durch 
deren Berührungspunkte {a' b') 
die bewegliche Gerade A geht. 



(Fig. 70a und 70b), so geht 
die Gerade, die zu den zwei 
durch den Punkt y gehenden 
Tangenten a und ß und der 
festen Geraden Y die vierte, 
der letzteren zugeordnete har- 
monische Gerade ist ()/, a), durch 
einen bestimmten Punkt ic, und 
2. um diesen Punkt x dreht 
sich zugleich die Berührungs- 
sehne a" b" der beiden Tan- 
genten. 




Fignr 70 a. 



Figur 70 b. 



Der Punkt x heißti Pol der Geraden Y in Bezug auf 
den Kegelschnitt und die Gerade Y heißt Polare des 
Punktes x. in Bezug auf den Kegelschnitt. 

Liegt der Punkt x innerhalb des Kegelschnitts, so schneidet 
seine Polare nicht den Kegelschnitt, hegt er außerhalb, so schneidet 
die Polare den Kegelschnitt in zwei Punkten und zwar in den 
Berührungspunkten der im Punkte x sich schneidenden Tan- 
genten, mithin ist die Polare von j; stets zugleich die Berührungs- 
sehne und umgekehrt: der Pol einer Geraden x ist der Durch- 
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Schnittspunkt der in den Schnittpunkten von Y mit dem Keg-el- 
schnitt befindlichen Tangenten. 

Dreht sich eine Gerade A um einen Punkt x, so be- 
wegen sich deren Pole auf einer Geraden Y, nämlich auf 
der Polaren von x. 

Wir erhalten also folgenden Doppelaatz: 



1. Gebt eineGeradedurch 
einen Punkt, so geht dessen 
Polare durch ihren har- 
monischen Pol. 

2. Zwei Gerade, von denen 
eine jede durch den harmo- 
nischen Pol der anderen geht, 
heißen zugeordnete harmo- 



.sche Gerade. 



So 



B. A 



und Y in Fig". 70a und 70b oder 
A und A' oder A" und Y, 



i. Liegt ein Punkt in einer 
Geraden, so liegt ihr Pol 
in seiner Polaren. 

2. Zwei Punkte, von denen 
ein jeder in der Polaren des 
anderen liegt, heißen zugeord- 
nete harmonische Punkte. 
So z. B. X und y in Fig. 70a 
und 70b oder 1/ und y oder 
y" und x. 




Figur 71 



Figur 71 1 



3. Je drei Gerade, von denen 
eine jede durch die harmonischen 
Pole der anderen geht, heißen 
ein harmonisches Tripel- 
seit. So z. B. A, A' und Y in 
Fig. 70a und 70b, 



3, Je drei Punkte, von denen 
ein jeder in der Polaren der 
beiden anderen hegt, heißen ein 
harmonischesTripeleck. So 
z. B. X, y und y" in Fig. 70a und 
70 b. 



Die Sätze vom Vierseit und Viereck ergeben folgende 
Konstruktionen : 
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Um die Polare Pic ein es Punktes 
j: zu finden, ziehe man Lrg-end 
zwei Gerade durch y. Die Durch- 
schnitte mit dem Keg-elschnitt 
(1,, 6j, a, b, verbinde man durch 
vier Gerade, die sich in i) und j 
schneiden ; dann ist i|j die Po- 
lare P^ von f (Fig. 71a). 



Um den Pol Px einer Geraden 
X in Bezu^ auf einen Kegel- 
schnitt zu finden, suche man 
nach dem Satze links zu irgend 
zwei Punkten wie und b, der 
Geraden X ihre Polaren A und 
B; ihr Durchschnitt P^ wird der 
gesuchte Pol sein (Fig. 71b). 



9. Tangenteokonstruktion. 

Sollen durch einen Punkt p außerhalb des Kegelschnitts 
Tangenten an ihn gezogen werden, so verzeichne man die Polare 
Px des Punktes f. Sie ist zugleich Berührungssehne; pj: und qr 
sind die gesuchten Tangenten. 

Ist (Fig. 73) B ein Pol und A seine Berührungssehne und 
mithin Polare, so sind auf dem beliebigen Strahle ^aa^ die vier 




Figur 72. 



Fignr 73. 



Punkte B, b, 0, Oj harmonisch. Lassen wir Ba^ um B sich herum- 
drehen, so bleibt B auf der Geraden A. Nähert sich i der Kreis- 
peripherie, so rücken a und a^ näher aneinander, bis sie im 
Berührungspunkte q oder p mit diesem zusammenfallen. 

Nähert der Punkt B sich dem Kreise, etwa auf der Strecke 
Btt, so kommt ihm die Polare entgegen, bis endlich B den Kreis 
trifft und die Tangente in die Polare übergegangen ist. Ent- 
fernt sich B vom Kreise, so rückt auch seine Polare fort und 



Hosted by 



Google 



to8 Fiojektivische Bezieliuiigen. 

ist B unendlich weit, so g^eht seine Polare durch den Mittel- 
punkt; dabei wird die Berührungssehne ein Durchmesser, und 
alle Strecken wie ao^ werden halbiert. Rückt B von der Peri- 
pherie ins innere des Kreises, so hegt die Polare außerhalb, und 
liegt B im Mittelpunkte, so ist seine Polare die unendlich ferne 
Gerade, die wieder ohne Richtung- erscheint, da sie gegen jeden 
Durchmesser senkrecht steht. Zwei auf einander senkrechte 
Durchmesser bilden mit der unendlich fernen Geraden ein Tripel- 
seit. Zur Konstruktion beliebiger Tripel ecke genügt es vier 
Punkte im Kreise anzunehmen und die drei Diagonalecken zu 
zeichnen. Mit irgend vier Tangenten erhält man das Tripelseit. 
Diese Sätze lassen sich auf alle Kegelschnitte übertragen. 
Der Kreis mit Pol und Polare wird vom Auge 91 projiziert. Dem 
Kreise gehört ein Kegelmantel von Projektionsstrahlen, 
dem Punkt ein Projektionsstrahl, seiner Polaren eine polare 
Ebene. Den vier harmonischen Punkten B, b, a, ttj in Fig. 73 
entsprechen vier harmonische Projektionsstrahien in 21 
Schneiden wir den Kegel samt dem Strahle und seiner Polar- 
ebene durch irgend eine Ebene, z. B. die Fußebene, so wird der 
Kegel in einem Kegelschnitt, die Gerade in einem Punkte, die 
Polare in einer Geraden geschnitten, die wieder Polare des 
Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt sein nmß, da die vier 
Strahlen B, B, a, a, in vier harmonischen Punkten geschnitten 
werden. 

10. Punktensysteme und Kreissysteme. 

Die einfachste Erzeugungsart ist folgende : In einer Geraden 
A wird irgend ein Punkt M fest angenommen und von diesem 
aus werden je zwei Strecken abgeteilt, deren Produkt beständig 
ist. In Fig. 74a sind solche Strecken nach entgegengesetzten 
Seiten von M gerichtet, in Fig. 74b nach gleichen Seiten. In 
beiden Fällen ist 
Ma.Ma- = Mb. Mb' = = MI)^ = Mg. Mg' ^ Mg^ = Mh\ 

Punktenpaare a, a' oder b, b', heißen einander zu- 
geordnet. Ihre Gesamtheit erfüllt die Gerade A und bildet im 
ersten Falle ein elliptisches, im anderen ein hyperbolisches 
Punktensystem. MD heißt die Potenz. Halbiert man die 
Strecken zwischen zugeordneten Punkten paaren, so erhält man 
Mittelpunkte von Kreisen, die durch zugeordnete Punktenpaare 
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gehen. Diese Kreise büdeii im ersten Falle ein elliptisches, 
im anderen ein hyperbolisches Kreissystem. Sind, wie in 
Fig. 74a und 74b die Potenzen beider einander gleich, so sind 
die Systeme einander konjugiert. In Fig. 75 ist ein konjugiertes 





f h c M a b g d e 

Figur 74 b. 

Kreissystempaar verzeichnet. Die Achse des elliptischen ist 
horizontal, die des hyperbolischen wird senkrecht darauf an- 
genommen. 

Die sogenannten Asymptoten punkte Ä und A^ des hyper- 
bolischen Systems sind zugleich die Potenzpunkte des elliptischen. 

Alle Kreise der elliptischen Kreisschar schneiden 
sich in den Potenzpunkten A und A^. Zu diesen Punkten 
liegen die konjugierten Punkte des hyperbolischen 
Punktensystems harmonisch, -\- h und ■ — h sind harmonisch 
zu Ä und .4,. 

Jeder Kreis des elliptischen Kreissystems schneidet 
jeden Kreis des hyperbolischen unter rechten Winkeln. 
Denkt man sich ein Strahlbüsche! in M, so berühren dessen 
Strahlen folgweise alle Kreise der hyperbolischen Schar 
in den Punkten des zu M gehörenden Kreises ADA^D^. 

Für jeden anderen Kreis der elÜptischen Schar, z. B. (Fig. 76) 
für den mit dem Halbmesser CA^ ist zu beweisen, daß die CA^ 
und C^Ä^ bei A^ einen rechten Winkel bilden. Die gemeinsame 
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Potenz MA sei = p, die Halbmesser des elliptischen sei E„ des 
hyperbolischen Ri,, so ist 

Mn-Mn^ = q^ und weil q und S^ bei A" rechtwinklig sind, 
pä + Ä»^ = J/CHlso auch j¥C/-t- ß* + iJftä = J/C; 3 -f AfC* = C, C». 
Da aber MC, *' + ?' = C^A^ = i;,^ so ist i?/ + Ä^' = C^C^ 
mithin stehen E^ und Ä^ auf einander senkrecht. 




Figur 75. 

Alle Radien eines Kreises mit Halbmesser Ä^ be- 
rühren alle Kreise der hyperbolischen Schar und zwar in 
den Punkten dieses Kreises. Jeder Radius der einen Schar 
berührt einen Kreis der anderen, sodaß, wenn man einen Kreis der 
einen vollführt, man immer von einem Berührungspunkt zum 
andern fortschreitet. Die beiden Kreisscharen bilden ein Netz- 
werk mit überall senkrecht sich schneidenden Linien. 

Beschreibt man {Fig. 77) mit einem Strahl LA einen Kreis 
um X, während am Endpunkte A", N^ eine starre Senkrechte Nc 
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sich mitbeweg^, so trifft diese auf der Geraden MJ die Zentren 
e, c, der hyperbolischen Kreisschar, und die Strecken cN, c^N^ 

gestatten die Kreise zu beschreiben, so daß a, a, b, b^, Punkte 

deshyperbolischenPunkten- 
systems und zug-leich die 
zugeordneten harmo- 
nischen Punktenpaare 
zu A, A^ sind. Diese Kon- 
struktion ist von jedem 
Punkte L aus möglich, am 
einfachsten aber von M aus 
(Fig. 78). Man zieht den 
Kreis mit Halbmesser MA, 
errichtet Senkrechte an den 

Endpunkten und findet die Zentren e^, o^, c^, c^ 
harmonischen Punktenpaare aa^, bbj, kk^ liefern. 

Wird die Potenz immer kleiner gewählt, so nähern sich die 
Asymptotenpunkte AA^, und der mittlere Kreis der elliptischen 




die die 




Figur 77. 



igur 78. 



konjugierten Schar schrumpft zusammen, bis endlich A und A^ 
zusammenfallen. Die Potenz ist ^ ö geworden. Beide Systeme 
sind übergegangen in zwei einander konjugierte para- 
bolische Punkten- und Kreis Systeme {s. Fig. 13 auf Seite 23). 
In diesen Systemen, die beide einander völlig gleich sind, ist 
jeder Punkt dem Mittelpunkt M konjugiert Auch hier schneiden 
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sich alle Kreise rechtwinklig'. Es entstellt endlich ein hyper- 
bolisch gleichseitrg-es System, dessen Potenz ^ oo ist, wenn 
ein Asymptotenpunlti .-ins Unendliche fortg"erückt Ist, das kon- 
jugierte elliptische System artet dann in ein Strahlbüschel 
aus (s. El. S. 77). 



III. Maßperspektive. 

I. Das Abmessen von Strecken. 

Es werde zunächst eine im Terrain lieg-ende Gerade, die 
nach dem Hauptpunkte flüchtet, geteilt. Durch das Auge ä( 
lege man die Projektionsebene durch die Gerade. In dieser Ebene 
liegt auch der der Geraden parallele Rieht strahl. Die Projektions- 
ebene schneidet die Bildfläche in einer Geraden aO, dem Bilde 
von aOoo. Die drei Linien von 910, Oa und aOoc (Fig. 7g) bilden 
ein Zickzack. Dreht man die Projektionsebene um die Bildlinie 
aO, bis sie in die BÜdfläche fällt, so kann 




Figur 79. 



die Projektion, statt in der Vorstellung im Räume, auf der Bild- 
fläche selbst ausgeführt werden. Es ist aOoo in gleiche Teile 
geteilt und von 31 erscheinen die Strecken mit den entsprechenden 
Ziffern. Die Drehung um die Bildlinie Oa nennt man das Nieder- 
klappen der Projektionsebene in die Bildfläche. Stellt nun 
(Fig. 80) die Linie OD den Horizont dar und ist OD ^ 0% so ist 
D oder Dj das nie der geklappte Auge und 04 der aufgeklappte 
Maßstab. D und D^ sind die Teilpunkte und der Kreis über 
Z*Z>j der Teilkreis. Die Teilung kann von jedem seiner Punkte 
ausgeführt werden. Soll D" Teilpunfct sein, so heißt D"0 Teil- 
richtung ; ihr parallel muß auch der Maßstab um a gedreht werden. 
Das beruht auf den Ähnhchkeitssätzen. Es seien (Fig. 8 1 ) um A und 
a zwei Kreise gezeichnet, und die Halbmesser AC und ac seien 
parallel. Die Linie Cc schneidet die Mittellinie in J, dem sogenannten 
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nneren Ähnlichkeitspunkte der Kreiae. Dreht man den eiaea 
etwa AC nach AB, und den anderen in demselben Sinne 
nach ab, so gibt Bb wieder denselben Schnittpunkt J. — 



1 jeden andi 



Punkt 



von 

Auf Fig. 80 übertragen heißt das, daß r 
des Teilkreises nehmen kann, 
man bei einer neuen Teilricktung 
auch den Maßstab dieser para 
gestellt hat. Auch kann die Distanz { 
vermindert oder vermehrt werden, wie 
(Fig. 81) AB in AB^, wenn der Maßstab 
um ebensoviel vermindert oder ver- 
größert wird, denn B, b' trifft denselben 
Punkt J und aJ ist das abgemessene 
Stück, das "perspektivisch =^ ah ist 

Diese Betrachtungen gelten aber 
ebenso für die Einteilung einer ganz 
beliebig im Räume befindlichen Ge- 
raden. Sie flüchte nach einem Punkte /. 
Die Projektionsebene durch diese Ge- 
rade enthält auch den Richtstrahl, und 
dieser ist parallel der Geraden la. 
Wiederum kann die ganze Ebene um 
Ta gedreht und in die Bildfläche 
nie der geklappt werden, so daß die 
Projektion nun in der Bildfläche vorgenommen werden kann. 

Welchen Winkel der Richtstrahl mit der Geraden la macht, 
braucht nicht einmal bestimmt zu werden, da auch jetzt jeder 
Punkt des neuen Teilkreises die Einteilung der Geraden ge- 
stattet, wenn nur der Maßstab parallel der Teilrichtung bleibt. 
Der Teilkreis hat jetzt den Halbmesser 1%. Man findet ihn am 
einfachsten, wenn man fFig, 82) auf 10 ein Lot errichtet und 
auf diesem die Distanz 0% = OD aufträgt. Der Teilkreis hat 
den Halbmesser /St. Allerdings kommt das Auge beim Nieder- 
klappen der Projektionsebene um la zunächst nach J. Um näm- 
lich J zu finden, klappt man die Distanz (931, zuerst um OL ge- 
dreht, nach OB' nieder und macht dann LJ = LD'; dann ist 
auch i9t = LJ. Der Maßstab läge dann parallel IJ. Wir können 
aber von ( aus teilen. Durch Projektion von l aus nach dem 
Maßstab findet man die perspektivisch gleichen Strecken Oi', 
1'2', 2'ä' Wählt man ^ als Teilpunkt, so muß der Maßstab 
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parallel Id liegren. Man erhält dieselben Punkte i', 3', 3' ... 
wie vorhin. Soll eine Strecke ausgemessen werden, so verfährt 
man ebenso; man verzeichne erst den Fluchtpunkt und dea 
zug-ehörigen Teilkreis IJ (Fig. 82), bring-e U nach /(. 'Weiih 
eine Strecke, etwa Ol' g^emessen werden soll, so projiziere man 
Ol' nach Ol; wir nennen Ol das Maß von Ol' in der Tiefe 
von 0. Sobald eine Strecke im Bilde den Fluchtpunkt dieser 
Linie enthält, ist die Strecke unendlich lang". Doch kann die 




Figur 82. 



im Bilde unendlich lang-e Strecke gemessen werden, da sie im 
Räume endlich ist. Die Strecke 4', 9' {Fig. 82) ist als 4'oc9' auf- 
zufassen. Projiziert man $' über ( nach $ so ist 409 das endliche 
Maß von 4' 9'. 

2. Teilen einer Strecke ohne Kenntnis der Augenstelluug^. 

Diö Teilting in beliebig, viel gleiche Teile kann auch ohne 
Kenntnis des Maßstabes, und ohne Kenntnis von Horizont und 
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Figur 83. 



Distanz ausg^eführt werden, und zwar auf Grrund der Gesetze 
harmonischer Elemente. Es soll z. B. die nach i flüchtende 
Strecke ab (Figf. 83) gfehälftet werden. Man ziehe irg^end zwei 
Linien durch i und durch a ein- 
ander parallel, nehme < beliebig- 
an, projiziere von ( aus b nach b^, 
hälfte a/>^ in Cj und projiziere Cj 
von ( aus; der Schnittpunkt c 
hälftet perspektivisch ab. Es sind 
nämlich a, Cj, b^ und 00 vier har- 
monische Punkte, die in ( vier har- 
ihonische Strahlen erzeug-en. Mit- 
hin sind auch die Schnittpunkte a, u, b, 1 vier harmonische Punkte, 
und wenn 1 ein Fluchtpunkt, also unendlich weit liegt, so hälftet e 
die Strecke ab. Weiteres hierüber findet man in den Elem. S. 87& 

3. WinkelmeBsnng. 

Um den Winkel, den zwei Gerade einschließen, zu messen, 
verzeichne . man ihre Fluchtpunkte I und II (Fig-. 84). .Die. von 
Ä nach diesen Punkten gehenden Richtstrahlen schließen den 
wahren Winkel ein, den alle Gerade mit einander bilden, die 
nach I und H flüchten. Um ihn 
in der BiJdfläche messen zu können, 
stelle man sich i^e durch 21, J und 
U g-ehende Projektionsebene .vor, 
drehe sie um die Gerade I, II in 
die Bildfläche nieder. Dazu, fälle 
man von aus ein Lot auf I, II, 
errichte Oi? senkrecht auf iO; dana 
istii> = X%'Der Kreis mit Halb^ 
messer LD trifft das verläng'erte Lot 
im Winkelmeßpunkt ^, in dem der wahre Winkel y er- 
scheint, den alle, nach / und // flüchtenden Geraden mit- 
einander bilden. Liegen die beiden Geraden im Terrain, so, liegt 
der Winkelmeßpunkt D in der Stathme, im Hauptteilkreise. Auf- 
g-aben, die sich hierauf beziehen, findet man in den Elem. S. ,104fr. 

4. OrthogfonaUluchtpunkt nnd OrthogontJfluchtlinie. 

Zu einer Jibene gibt,. es un- Zu einer Linie gibt es^ .üilend- 

endlich viel senkrechte Linien, lieh viel senkrechte Ebenen, die 




Figur 8 
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die auch senkrecht stehen auf 
allen zu jener parallelen Ebene. 
So wie allen diesen Ebenen ein 
und dieselbe Fluchtlinie an- 
gehört, so flüchten auch alle 
ihre Senkrechten nach einem 
Punkte, dem Orthog-onal- 
fluchtpunkte. 

Die Richtebene schneidet das 
Bild in der Fluchtlinie F (Fig-. 85). 
Sie geht durch 
das Aug-e 91. Um 
den Orthogona!- 
ßuchtpunkt zu 
finden, braucht 
man nur in 31 eine 
Senkrechte zur 
Ebene 31 F sich 
zu denken. Man 
fälle also von % 
ein Lot auf F, so 



aile einander parallel sind und 
die auch senkrecht stehen auf 
allen zu jener parallelen Geraden. 
So wie allen diesen Geraden ein 
und derselbe Fluchtpunkt an- 
gehört, so flüchten auch alle ihre 
senkrechten Ebenen nach einer 
Geraden, der Orthogonal- 
fluchtlinie. 

Die Richtlinie trifft das Bild 
in dem Fluchtpunkte R (Fig. 85). 
Sie geht durch 
das Auge 9t. Um 
die Orthogonal- 
fluchtlinie zu fin- 
den, braucht man 
nur in 91 eine 
senkrechte Ebe- 
ne zur Linie 91Ä 
sich zu denken. 
Man fälle also ein 
Lot auf OR, das 




Figur 85. 



ist %L die kürzeste Entfernung den Hauptkreis in D trifft, so ist 
des Auges von F. Nun klappe RD = R% und D das nieder- 
man %L in die ßildi^äche nieder geklappte Auge. Dann fälle man 



Lot auf RD in D, das RO 
in L schneidet. Eine Senkrechte 
in L zu RL gibt die gesuchte 
Orthogonalfluchtlinie F. 



durch Drehung um OL, so kommt 
das Auge nach D zu liegen. Ein 
Lot gegen LD gibt dann den 
Orthogonalfluchtpunkt R auf der 
verlängerten Linie LO. 

5. NeigiingswinkeL 

Soll der Neigungswinkel, den eine nach /flüchtende Gerade 
mit einer nach F flüchtenden Ebene bildet, gemessen werden, 
so bringt man, mit Hilfe des Orthogonal fluch tpunktes R zur 
Flucht F, die Aufgabe auf eine gewöhnliche Winkelmessung 
zurück, denn I und R bestimmen im Winkelmeßpunkt einen 
Winkel, der das Komplement zum Neigungswinkel von / gegen 
/ bildet. Zahlreiche Aufgaben hierzu findet man in den Elem. 
Seite 108 ff. 
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Berichtigungen 

zu 
Dr. Arthur von Oeningen: „Elemente des geometrisch-perspek- 
tivischen Zeichnens," Leipzig, 1901. 

Seite 5 Zeile 2 v, oben lies: „Projektivische" statt „Perspektivische". 
„ 7 „ 3 „ „ links 1.: „perspektivisch" statt „projektivisch". 
„ 9 „ 8 V. u. links hinzuzufügen: „und wenn die Geraden 

einander parallel sind, projektivisch grleich." 
„14 „ 3 V. u. I. lies: r, c\, statt r^qj. 
„ 16 ,. 10 „ ,. „ „ „entsprechender Strahlen" statt „der 

Strahlen a und b." 
„16 „ 1 1 V. u, r, iies: „parallel längs BB^." 
„ iö „ 4 „ „ „ ,, „auf der Geraden BB^ fort." 
„29 „ 2 V. o. lies: „oberen in die untere Unendlichkeit, oder 

umgekehrt." 
„30 „ 8 V. o. lies: ,J)as Bild des unendlich fernen Punktes 

heißt Fluchtpunkt." 
„ 32 „ 14 v. u. lies: „Fluchtlinie" statt „Fluchtebene". 
11 45 I! 3 V. o. „ „epß«i" statt „e^^y". 

„ 46 „ 7 v. o. nach FT hinzuzufügen: „die gesuchte Schnitt- 
linie muß durch 2 hindurchgehen, den Schnittpunkt 

von F und H." 
„ 58 „ 17 V. u. iies; & statt 6,. 
„ 59 „ 6 „ „ „ (! statt C- 
„61 „ 3 V. u. links lies: Oi statt a. 
„6! „ 8 ,. „ rechts „ Strahl statt Punkt. 
„ 62 Fig. 95: Auf A^ lies C, statt C. 
„ 63 Zeile 18 V. o. links lies: aD statt aD. 
„ 65 „ 18 V. u, rechts lies: fg oder ej:. 
„ 65 „ io „ „ „ „ „oder a,ag." 
" 7° n 3 rt !!■ Dsr Satz: „Kreise in der Fußebene bis 

Frontal ebenen" ist, weil irrtümlich, zu streichen. 
„ 70 „ 1 V. u. iies: „Frontaiebenen" statt „solchen". 
,. 7Ö „ 14 V. o. lies: C^ statt C. 
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Il8 BerichtigUDgen za „Elemente des geom.-perspekt. Zeiihoens". 

Seite 7 9 Zeileiov. o. lies: „910= -—-^■-Fuj" u. Z. 13 v.o. lies „Frontal- 
ebene" statt Frontalrichtung. 
„ 80 „ 6 V. u. lies; „aOca" statt Wca. 
„ 81 „ 8 V. o. lies: „bah^". 
„ 81 Fig. 121, zwischen B und E lies i, statt b. 
„ 88 Zeile 18 v. o. lies: „[^luÄ, — b^a^-2." 
s.S S-\-r 

„ 90 Fig. 138: Der Buchstabe S soll die Strecke al sein und 
nicht b„k, und zwischen a und i„ soll tj stehen statt b. 

„ 106 Zeile 2 V. u. lies „je" statt zu. 

„ iii „ 3 V. o. ist [Fig. 153] zu streichen. Die Lösung be- 
darf keiner Figur. 

„ 111 Fig. 154: Die Gerade JJId muß gezogen werden; sie 
schneidet die Gerade la in ejs, welches neu aufzu- 
suchen ist; das e/« in der Figur ist zu streichen, 
Zeile 13 V. u. lies Illd statt IVd und Zeile 10 v. u. 
lies /// statt IV, Einfacher lasse man die Ebene 
mia und lllJJß in der gesuchten Geraden lUde 
sich schneiden, dann ist IV entbehrlich. 

113 Fig. 157: Die Flucht 111 ist mit F zu bezeichnen. 

114 Zeile 19 V. o, ist „durch ah" zu streichen. 
114 „ lg V. u. lies: „Ebene" statt „Linie". 
117 „ 17 V, o. lies: „gesuchte" statt „gesuchten". 
12 1 „ 2 V. u. lies: „sie haben". 

168 „ 8 „ „ „ cP statt cP^. 

169 „ 3 ,1 II ist nach„wird" hinzuzufügen: „und^P'Pyi»= 
MP\." 

171 „ 11 v.u. lies: „das Produkt der Sekantensegmente." 

174 „ 16 V. 0. lies: „Brennstrahlen" statt „BrennstrahJe". 

174 „ 16 V. u. iies: K statt k. 

174 „ ii V. u. lies: „den Winkel, den die Tangenten bilden, 
sowie den von den Brennstrahlen eingeschlossenen." 

'75 ,) 13 V. o. lies: „Der Durchmesser durch irgend einen 
Punkt P." 

176 ,, 3 V. o. lies: „Scheiteltangenten" statt „Scheitel- 
tangente." 

176 „ 18 V. o, lies: „Fokalsehne" statt ,^oka!ebene". 

176 „ lö V. u. lies: „a" statt „c". 
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, KrcisbiUlet dei- Kegelschnitte. 
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gen, Kreisbilder der Kegelschiii 
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